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Evaluation du nombre de combinaisons
desquelles les 28 des d'un jeu du Do-
mino sont susceptibles d'apres la regle
de ce jeu.
(par feu Dr . M. REISS 4 Franc fort .)
Le jeu du Domino comprend Sept elements qui se combinent a deux
dans les differents des, et en constituent les deux parties . La regle du jeu
exige que deux des consecutifs se touchent par des parties equivalentes .
De la on conclut que l'element initial est le meme que 1'element final ;
c'est-a-dire, que la partie exterieure du premier de et celle du dernier sont
equivalentes. En effet, une combinaison des 28 des etant conforme a la
regle, elle ne tessera pas de 1'etre, lorsqu'on en ecarte les des doubles .
Cette reduction faite, chaque element fera partie de six •des, puisqu'il est
combine successivement avec chacun des six autres ; par consequent, P&
lenient initial doit se rencontrer encore en cinq autres endroits de la
combinaison . Or, dans l'interieur de celle-ci, chaque element se presente
toujours deux fois de suite ; d'abord comme seconde partie d'un de, puis
comme premiere partie du de suivant ; 1'element initial ne pourra done s'y
rencontrer quo quatre fois, et devra finalement se trouver a un endroit
ou it ne soit pas suivi de lui-meme, c'est-a-dire, a l'autre extremite de la
combinaison.
L'identite des elements extremes nous fait voir qu'une combinaison de
laquelle les des doubles sont exclus, etant repliee sur elle-meme de maniere
a ce que les des extremes viennent se toucher par leurs parties exterioures,
tous les elements s'y presenteront partout deux fois de suite, comme parties
contigues de deux des consecutifs ; ce qui par consequent, aura lieu a trois
differentes reprises. Des combinaisons repliees de la faron decrite, soft que
Pan en ait exclu les des doubles, soit qu'on les y admette, seront nommees
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circulaires, tandis que les combinaisons non repliees seront comprises
sous le nom de r e c ti li g n e s . Les combinaisons circulaires ne possedent
pas de des extremes ; on y pout, au contraire, considerer chaque de comme
initial . La direction suivant laquelle les des y sont tenses se succeder doit
etre fixee prealablement de memo que cello des combinaisons rectilignes ;
nous la supposerons la memo daps tous les cas .
Etant proposee une combinaison circulaire de laquelle les des doubles
soot exclus, on pout, d'apres ce quo nous venous de dire, y interealer
chaque de double en trois differents endroits, it y a done 37 manieres
differentes de combiner entre elles les intercalations des sept des doubles .
En d'autres termes, de chaque combinaison circulaire de laquelle les des
doubles soot exclus, it en resultera 3 7 autres dans lesquelles ces des sont
admis. Si done on designe par S le nombre de toutes les combinaisons de
la premiere espece, celui des combinaisons de la seconde sera =3 1 -S.
Si dans une combinaison circulaire de la seconde espece on considers
successivement comme initial chacun des 28 des qu'elle comprend, it en
resultera 28 combinaisons rectilignes ; d'ou 1'on conclut sans difficulte que
le nombre total de ces dernieres equivaut & 28 .3' .S. La question se trouve
done reduite b. trouver le nombre S, quantite quo nous allons maintenant
definir d'une maniere plus simple et degagee en memo temps de touts
consideration accessoire.
2 .
Nous representerons les des par des ambes composes des memes ele-
ments, et nous designerons ceux-ci par les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1
De cette maniere les combinaisons circulaires des des desquelles les des
doubles sont exclus, se trouveront remplacees par des combinaisons ou
suites d'ambes egalement circulaires . Ces suites se composeront des 21
ambes A elements inegaux que l'on pout former avec les sept elements
1, 2, . . ., ambes qui s'y succederont dans le meme ordre et suivant la meme
direction que les des dans les combinaisons respectives, et qui seront or-
donnees de maniere que le second element de chaque ambe soit le meme
que le premier de 1'ambe suivant . Le nombre de toutes les suites satisfai-
sant A ces conditions ne sera done autre que S.
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Si relativement a une quelconque de ces suites circulaires d'ambes, on
ecrit circulairement, et d'apres lour ordre les premiers elements de tous
les ambes qu'elle renferme, it en resultera une suite circulaire d'elements
a 1'egard de laquelle on pent remarquer :
1 .° qu'elle comprend tons les sept elements, et chacun trois fois. En
effet, daps la suite circulaire d'ambes qui a servi a la former, chaque element
qui y entre, c'est-a-dire chacun des sept elements, se presente trois fois
comme second element d'un ambe, et trois fois comme premier element de
1'ambe suivant. Il doit done aussi se rencontrer trois fois dans la suite
circulaire composee des premiers elements de tous les ambes .
2.° qu'on retrouvera la suite circulaire d'ambes, si dans la suite circu-
laire d'elements qui en est derivee, on considere comme un ambe chaque
groupe de deux elements consecutifs pris dans 1'ordre qu'ils y occupent,
et qu'on range ces ambes circulairement, en les faisant se succeder con-
formement a leur ordre . En effet, si a, b, c, . . . sont des elements conse-
cutifs de la suite circulaire d'elements, a et b seront les elements initiaux
de deux ambes consecutifs de la suite circulaire d'ambes de laquelle elle
est derivee. Or le premier element du second de ces ambes est en meme
temps le second element du premier, qui sera par consequent ab. De meme,
l'ambe consecutif a ab sera bc, et ainsi de suite .
D'apres la seconde remarque les suites circulaires d'ambes et d'elements
se correspondent reciproquement une a une ; par consequent, le nombre
des suites de la seconde espece sera le memo que celui des suites de la
premi6re, c'est-a-dire, -S. On pent done definir cette quantite comme etant
le nombre do toutes ces suites circulaires d'elements ; ce qui nous permet
de donner 1'enonce suivant e, la question a resoudre
« On demande le nombre S de toutes le suites circulaires que l'on pent
« former avec les sept elements 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, trois fois repetes, et
disposes
en sorte que les 21 groupes de deux elements consecutifs que
« chacune en contient, presentent les 21 ambes a elements inegaux que
« 1'on peut former avec les memes elements 1, 2, . . .
Comme on le voit, nous entendons ici par « ambes >> des combinaisons
des elements a deux, sans egard a l'ordre dans lequel its s'y suivent ;
ainsi, en parlant p. e. de 1'ambe 12, it restera indecis, a moins de le dire
explicitement, si on le prend dans ce sons ou en sons inverse (21) .
Annali di Matematica, tomo V . 9
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3 .
Idle generale de la methode de solution .
Si d'une de ces suites circulaires d'elements on efface, partout oiu ils se
trouvent, les elements 4, 5, 6, 7, et que You ne change rien & l'ordre des
elements non effaces, ceux-ci formeront eux-memes une suite circulaire
assujetie aux conditions de se composer des elements 1, 2, 3, trois fois
repetes, et de renfermer (au moins une fois) chacune des ambes 12, 13,
23, sous la forme de groupes de deux elements consecutifs . La premiere
de ces conditions est evidente en elle-meme, la seconde ne le sera pas
moins si 1'on fait attention qu'il y a dans la suite primitive trois groupes
d'elements consecutifs, formant respectivement des ambes 12, 13, 23, et
que ces groupes ne seront pas denatures, lorsqu'on ecarte les elements 4,
5, 6, 7 de la suite .
Si l'on commence par former toutes les suites circulaires soumises aux
deux conditions que nous venous de signaler, et que l'on intercale ensuite
dans chacune de ces suites auxiliaires les elements 4, 5, 6, 1, trois
fois repetes, executant cette operation de toutes les manieres propres A
satisfaire aux conditions de la question et A produire des suites differentes
les unes des autres, on trouvera necessairement le tableau complet des
suites circulaires desquelles it s'agit de determiner le nombre . C'est en par-
taut de ce point de vue que nous allons maintenant resoudre la question
proposee .
SOLUTION .
4.
Premiere partie . - Enumeration des suites auxiliaires .
La methode que nous venous d'esquisser, exige en premier lieu que l'on
forme le tableau des suites auxiliaires . Dans ce but, nous determinerons
prealablement les suites circulaires soumises A la seule condition de se
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composer des elements 1, 2, 3, trois fois repetes . Afin de distinguer les
uns des autres les trois elements 1 qua contient une telle suite, nous en
nommerons un quelconque le premier, et nous an comprendrons les deux
autres sous le nom do second ou de troisieme, selon qu'ils en suivent le
premier de plus pres ou de plus loin, d'apres la direction convenue . Nous
designerons aussi a 1'egard d'une quelconque de ces suites circulaires
par A le nombre entre le premier et le second 1
par B d'elements entre le seconde et le troisieme 1
par C contenus entre le troisieme et le premier I
et nous representerons par (A, B, C) le groupe de toutes les suites qui
s'accordent sous le rapport des valeurs de A, B et C, quantites dont la
somme est generalement =6 .
Pour determiner les suites desquelles so compose le groupe (A, B, C),
nous les supposerons ecrites sous forma rectiligne, en commencant chaque
suite par son premier 1, et en y conservant l'ordre des elements . En fai-
sant abstraction dans ces suites rectilignes des elements 1, les autres ele-
ments presenteront des permutations de 2 et 3, trois fois repetes . Or, le
tableau de toutes les permutations de ce genre etant celui-ci
ajoutons y 1'element 1 avant le premier, apres le A`', et apres le (A+B)'°"
616ment de chaque permutation, et designons par [A, B, C] le groupe de
suites rectilignes qui en resultent . Si maintenant on ecrit ces dernieres
sous forma circulaire, en y faisant figurer comme premiers 1 les 1 initiaux
des suites rectilignes, les suites circulaires que l'on obtient par 1A, ne
seront autres que celles du groupe (A, B, C), qui so composera, par con-
sequent, de ces 20 suites, si toutefois dans le nombre de ces dernieres
aucune ne se rencontre plus d'une fois. Pour juger do cette circonstance,
remarquons qua deux suites circulaires, queue qua soit du reste leur ori-
222333 322233
223233 322323
223323 322332
223332 323223
232233 323232
232323 323322
(1)
232332 332223
233223 332232
233232 332322
233322 333222
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gine, etant gales entre elles, et contenant, par consequent, les elements
dans le meme ordre, it faut pouvoir les faire coYncider, c'est-a-dire, les
superposer de maniere A cc que les elements superposes soient partout les
memes. Or, la coincidence Rant supposee possible A 1'egard do deug suites
dont Tune au moins provient du groupe [A, B, C], des elements 1 super-
poses ne pourront pas y occuper le memo rang ; car dans cc cas, les deux
suites s'accorderaient sous le rapport des valeurs de A, B et C, et pro-
viendraient, par consequent, Tune et l'autre du groupe [A, B, C] ; de plus,
elles se rapporteraient evidemment A la meme permutation du tableau (4),
tandis que deux suites du groupe [A, B, C], et par consequent aussi les
suites circulaires qui en proviennent, so rapportent necessairement A deux
permutations differentes . Il faut done, si ueanmoins it y a coincidence, que
le premier 1 de Tune des suites vienne se superposer ou sur le second ou
sur le troisieme 1 de 1'autre ; plus exactement, que les elements 1 se super-
posent de Tune ou de 1'autre des deux manieres suivantes
premiere suite premier 1
seconde suite second 1
premiere suite premier 1
2.°
seconde suite troisieme 1
second 1 troisieme 1
troisieme 1 premier 1
seconde 1 troisieme 1
premier 1 second 1
d'oiu it resulte que si la premiere suite provient de [A, B, C], et appar-
tient, par consequent, au groupe (A, B, C), la seconde appartiendra ou au
groupe (C, A, B) ou au groupe (B, C, A). Elle ne saurait done provenir
de [A, B, C], a moins quo les groupes (A, B, C), (C, A, B) et (B, C, A)
ne se reduisent A un seul ; cc qui n'a lieu qu'en admettant A=B=C=2.
Ainsi done, cc cas excepte, toutes les suites circulaires provenant du groupe
[A, B, C] seront differentes les unes des autres, et le groupe (A, B, C)
les comprendra toutes les 20 . Quant au cas de A=B=C=2, it est au
contraire aise de voir qu'?L l'exception de
1 2 3 4 3 2
3 1 et 2 1
2 1 3 2 3 1 2 3
toutes les autres suites circulaires provenant du groupe [2, 2, 2] seront
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trois a trois egales entre elles . En effet, si a
1
b
1
a2 b2 a 3 b3 est une permu-
tation du tableau (1), a 2 b 2 a 3 b3 a l b
1
et a3 b
2
a 1 b 1 a2 b 2 en seront deux autres,
a moins qu'on n'ait
a1 = a2 = a3 ; b 1 = b2 = b 3 ;
cas Bans lequel ces trois permutations se reduisent a une scale, savoir a
232323 ou 323232 . Or, les suites rectilignes
1 a1 b1 4 a 2 b2 1 asb 3 ; 1 a 2 b2 4 a3 b3 1 a1 b1 ; 1 a3 b3 1 a 1 b1 4 a 2 b 2 ,
qui se deduisent des trois permutations indiquees, conduisent a la meme
suite circulaire, savoir a
1 al b1 1
b $ a
2
as 4 b2
celle-ci resultera done trois fois ou une seule fois du groupe [2, 2, 2],
selon que les trois permutations mentionnees sent differentes les unes des
autres ou non . Et reellement, le groupe [2, 2, 2] etant compose des suites
it est visible, en ordonnant de la manii ;re suivante :
que les suites placees sur la meme ligne horizontale conduisent a la meme
122123133 123133122 133122123
122132133 132133122 133122132
122133123 133123122 123122133
122133132 133132122 132122133
123123123
123123132 123132123 132123123
123132132 132132123 132123132
132132132
122123133 132122133
122132133 132123123
122133123 132123132
122133132 132132123
123122133 132132132
123123123 132133122
123123132 133122123
123132123 133122132
123132132 133123122
123133122 133132122
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suite circulaire. Celles-ci seront done ici au nombre de huit, que l'on peut
representer p . e. par les suites rectilignes
5
Comme on a generalement A+B + C= 6, les groupes de suites circu-
laires qui viennent ici en consideration, seront
Or, it est evident que chaque suite circulaire appartenant au groupe (A, B, C)
fera pareillement partie des groupes (B, C, A) et (C, A, B) ; en effet, elle
viendra se ranger dans Pun ou l'autre de ces groupes, selon qu'on y con-
siders le second ou le troisi6me 1 comme le premier. Il s'ensuit de 14, que
les groupes (A, B, C), (B, C, A) et (C, A, B), quand ils soot differents les
uns des autres, ne se distingueront que par le rang qu'on y a assigns aux
elements 1, et se composeront du reste des memes suites circulaires . Il suf-
fira done A notre but de no tenir compte quo d'un seul des trois groupes ;
ce qui nous permet de developper seulement dix groupes, p . e .
(0, 0, 6) ; (0, 1, 5) ; (0, 2, 4) ; (0, 3, 3) ; (0, 4, 2) ;
(0, 5, 1) ; (1, 1, 4) ; (1, 2, 3) ; (1, 3, 2) ; (2, 2, 2) ;
qui comprendront necessairement toutes les suites circulaires que nous cher-
chons. Il est d'ailleurs aise de voir qu'ils Wen comprendront aucune plus
d' une fois ; car si dans le nombre des suites circulaires contenues dans les
dix groupes it y en avait deux d'egales , et que l'une en appartint au
groupe (A, B, C), l'autre appartiendrait, ainsi que nous l'avons vu, ou au
groupe (C, . A, B) ou au groupe (B, C, A) . Mais si le premier est un des dix
groupes, les deux autres en seront exclus, A moins qu'ils ne se reduisent
toes les trois a, un seul, savoir A (2, 2, 2) . it faudrait done que les deux
(0, 0, 6) (1, 0, 5) (2, 1, 3) (3, 3, 0)
(0, 1, 5) (1, 1, 4) (2, 2, 2) (4, 0, 2)
(0, 2, 4) (1, 2, 3) (2, 3, 1) (4, 1, 1)
(0, 3, 3) (1, 3, 2) (2, 4, 0) (4, 2, 0)
(0, 4, 2) (1, 4, 1) (3, 0, 3) (5, 0, 1)
(0, 5, 1) (1, 5, 0) (3, 1, 2) (5, 1, 0)
(0, 6, 0) (2, 0, 4) (3, 2, 1) (6, 0, 0)
122123133 133132122
122132133 133123122
123123123 132132132
123123132 132132123 .
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suites egales appartinssent Tune et l'autre au groupe (2, 2, 2) ; ce qui est
impossible, puisque ce groupe, comme tons les autres, no se compose que
de suites differentes .
Au lieu de former les suites circulaires elles-memes, nous continuerons,
pour simplifier, i les representer par des suites rectilignes, commennant
par le premier 1, en sous-entendant toujours que les elements extremes
de chaque suite soient consideres comme consecutifs, et que l'on tient
compte de l'ambe qu'ils presentent, comme de ceux qui constituent deux
autres elements consecutifs quelconques . Nous ferons aussi remarquer, pour
abreger le plus possible, que les permutations du tableau (1), ainsi que les
huit suites rectilignes representant le groupe (2, 2, 2), sont disposees sur
deux colonnes, resultant Tune de 1'autre en permutant les elements 2 et 3 (*) .
Le tableau comprenant toutes les suites circulaires qui se composent des
elements 1, 2, 3, trois fois repetes, se partagera donc en deux moities, dont
la premiere, relative aux premieres colonnes, est representee par les suites
rectilignes
(0, 0, 6) (0, 1, 5) (0, 2, 4) (0, 3, 3)
(*) Quant au tableau (1) la seconde colonne resuitera de la premiere si, apres y avoir
permute les elements 2 et 3, on renverse l'ordre des permutations, en commencant par
111222333
111223233
111223323
111223332
111232233
111232323
111232332
111233223
111233232
111233322
(0, 4, 2)
112122333
112123233
112123323
112123332
112132233
112132323
112132332
112133223
112133232
112133322
(0, 5, 1)
112212333
112213233
112213323
112213332
112312233
112312323
112312332
112313223
112313232
112313322
(1, 1, 4)
112221333
112231233
112231323
112231332
112321233
112321323
112321332
112331223
112331232
112331322
(1, 2, 3)
(2)
112223133 112223313 121212333 121221333
112232133 112232313 121213233 121231233
112233123 112233213 121213323 121231323
112233132 112233312 121213332 121231332
112322133 112322313 121312233 121321233
112323123 112323213 121312323 121321323
112323132 112323312 121312332 121321332
112332123 112332213 121313223 121331223
112332132 112332312 121313232 121331232
112333122 112333212 121313322 121331322
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(1, 3, 2) (2, 2, 2)
121223133 121323123 122123133
122232133 121323132 122132133
121233123 121332123 123123123
121233132 121332132 123123132
121322133 121333122
et dont la seconde resultera de la premiere en y permutant les elements
2 et 3.
6.
Les suites circulaires que nous avons nommees auxiliaires etant soumises
encore a une seconde condition, savoir a celle de presenter, sous la forme
de groupes de deux elements consecutifs, les trois ambes 12, 13, 23, it nous
reste a exclure des suites circulaires que nous venons de representer sous
forme rectiligne, toutes celles qui ne satisfont pas a cette condition . Si l'on
examine sous ce rapport le tableau (2) comprenant la premiere moitie des
suites rectilignes, et que l'on tienne compte dans chaque suite de 1'ambe
forms par les elements extremes, on trouvera sans peine que les suites a
en exclure sent
l2)
Or, d'une part, les suites resultant de celles-ci en y permutant les ele-
ments 2 et 3, devront etre exclus de la seconde moitis des suites recti-
lignes ; car si un des ambes 12, 13, 23, ne se presente pas dans une suite,
son transforms - qui est semblablement un des ambes 12, 13, 23 - ne
se presentera pas non plus dans la suite transformee . D'autre part, les suites
de la premiere moitie dans lesquelles les ambes 12, 13, 23 se presentent
tons les trois , se transformeront en des suites qui satisfont a la meme
condition ; car les ambes 12, 13, 23 se transformant respectivement en 13,
12, 32, se retrouveront necessairement dans les suites transformees
. De ces
remarques it s'ensuit que les suites auxiliaires seront representees en moitie
par les suites rectilignes
la derniere, en y faisant suivre l'avant-derniere, et ainsi de suite . Quant aux huit suites
representant le groupe (2, 2, 2), les suites resultant 1'une de 1'autre so trouvent placCes
sur la memo ligne horizontale .
111223332 112123332 121221333
111232332 112221333 121333122
111233232 112333212
111233322
et en moitie par celles qui en resultent en
7 .
Seconde partie. - Examen des cas of les suites auxiliaires sont gales entre
elles.
	
Consequence relative i la determination de S.
Si les elements 4, 5, 6, 7, trois fois repetes, soot intercales dans une
suite auxiliaire do mani6re a satisfaire aux conditions do la question, it en
resultera une suite circulaire quo nous nommerons completee . - Tout
groupe non interrompu d'elements intercales qui so trouve compris entre
Annaii di Matematica, tomo V. 10
y
permutant les elements 2 et 3 .
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111222333 112321323 121312233
111223233 112321332 121312323
I
111223323 112331223 121312332
111232233 112331232 121313223
111232323 112331322 121313232
1
111233223 112223133 121313322
112122333 112232133 121231233
112123233 112233123 121231323
112123323 112233132 121231332
112132233 112322133 121321233
112132323 112323123 121321323
112132332 112323132 121321332
112133223 112332123 121331223
112133232 112332132 121331232
112133322 112333122 121331322 (3)
112212333 112223313 121223133
112213233 112232313 121232133
112213323 112233213 121233123
112213332 112233312 121233132
112312233 112322313 121322133
112312323 112323213 121323123
112312332 112323312 121323132
112313223 112332213 121332123
112313232 112332312 121332132
112313322 121212333 122123133
112231233 121213233 122132133
112231323 121213323 123123123
112231332 121213332 123123132
112321233
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deux elements d'une suite auxiliare sera nomme une intercalation . Les
intercalations sont ou simples ou multiples, selon qu'elles consistent dans
un soul element ou en comprennent plusieurs .
Si l'on deduit de chaque suite auxiliaire toutes les suites cempletees
auxquelles elle donne lieu, on trouvera en meme temps le nombre S, en
ne prenant qu'une f6is les suites completees qui se presenteraient a plu-
sieurs reprises . Examinons done s'il existe de telles suites, et cola etant le
cas, combien de fois elles se rencontrent .
En admettant que deux suites completees soient egales entre elles, it
deviendra evident, en les faisant coincider, gn'elles resultent de la meme
suite auxiliare et des memes intercalations . Mais on voit en meme temps
que les 1 superposes ne peuvent pas y occuper le meme rang ; car, dans
ce cas, chaque intercalation appartenant a Tune des suites, non seulement
appartiendrait aussi a 1'autre, mais elle y aurait en outre la meme position,
c'est-a-dire qu'elle serait appliquee a la meme distance du premier 1 de la
suite auxiliare commune . Les deux suites auraient done la meme origine
sous tous les rapports, et la meme operation serait executee deux fois ; ce
qui, comme it s'entend de soi-meme, ne doit pas avoir lieu . Il faut done, si
neanmoins it y a coincidence, que le premier 1 de l'une des suites vienne
se superposer ou sur le second ou sur le troisieme de l'autre ; d'ou 1'on
conclut, en faisant abstraction des elements 4, 5, 6, 7, que la suite auxi-
liaire qui a servi a former Tune et l'autre suite, se trouvera coYncider avec
elle-meme, quoique les 1 superposes soient de rangs diff6rents . C'est done
a cette condition que la suite auxiliaire doit satisfaire si 1'on en pout de-
duire des suites completees egales entre elles . Il est exige par 1A - que ce
soit du reste le second ou le troisieme 1 qui se trouve superpose sur le
premier - que les elements contenus entre le premier et le second 1 do la
suite auxiliaire soient les memes et se suivent dans le memo ordre que
ceux qui separent le second 1 du troisieme et celui-ei du premier ; par con-
sequent les elements intermediaires seront au nombre do deux ; de plus, ils
seront eux-memes 2 et 3, et so presenteront dans l'ordre 23 ou 32, d'oiu it
s'ensuit finalement que la suite auxiliaire sera
1 2 3 1 3 2
ou 3 1 ou 2 1
2 1 3 2 3 1 2 3
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et qu'aucune autre suite auxiliaire ne saurait donner lieu a des suites com-
pletees egales entre elles . Or, ayant deduit une telle suite de Tune ou de
dautre des deux suites exceptionnelles, on en pent deduire en outre deux
autres qui lui soient 6-ales, en y faisant avancer chaque intercalation de
trois ou de six places ; car en superposant dans le premier cas le premier
I de la suite primitive sur le second 1 de la suite derivee, dune coinci-
dera necessairement aver dautre, ce qui aura lieu de memo dans le second
cas, si l'on superpose le premier 1 de la suite primitive sur le troisieme 1
de la suite derivee. D'autre part, it est evident qu'il n'existe pas d'autre
suite egale a la suite primitive, puisqu'il n'y a pas d'autre mode de faire
coincider celle-ci avec une autre . On voit done que les suites completees
qui resultent des deux suites auxiliaires exceptionnelles seront trois a trois
egales entre elles, tandis que les suites auxiliaires seront toutes differentes
les unes des autres. Do cette circonstance it s'ensuit directement quo si
1'on connait le nombre des suites completees qui resultent de chaque suite
auxiliaire, on trouvera la valour do S, en faisant la somme de toutes ces
nombres, a l'exception de ceux qui se rapportent aux deux suites auxiliaires
signalees, en y ajoutant le tiers de la somme de ces derniers .
8 .
Troisieme partie . Des ambes alteres ; des systemes d' amber alteres, et
d'intercalations . - Formule pour determiner S.
Chaque intercalation faisant partie d'une suite completee, s'y trouve com-
prise entre deux elements (de valeurs differentes ou de memo valour) qui
sont consecutifs dans la suite auxiliaire correspondante, et y presentent
un ambe que nous nommerons alt ere , puisqu' it est le resultat d' une
alteration de la suite completee . Les neuf ambes des suites auxiliaires se
diviseront done en ambes alteres et non alteres . Quant aux derniers, ils
seront generalement au nombre de trois ; car, ainsi que nous 1'avons dejh
fait remarquer, les ambes 12, 13, 23, que presentent les suites completees,
doivent se retrouver sans alteration dans les suites auxiliaires . Le nombre
en question ne sera done pas plus petit que trois, et it ne pourra pas etre
plus grand, parce que les autres ambes que presentent les suites comple-
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tees contiennent au moins un des elements 4, 5, 6, 7, et ne peuvent, par
cette raison, appartenir aux suites auxiliaires . De cette propriete generale
on conclut directement cette autre, que le nombre des ambes alteres, et
par consequent aussi celui des intercalations, est generalelnent
--6
.
Si un des ambes 12, 13, 23 (les elements Rant pris dans ce sans ou
en sens inverse) ne se presente qu'une fois dans une suite auxiliaire, it
sera necessairement un ambe non altere ; si au contraire, it s'y presente a
plusieurs reprises (dans le mcme seas ou non), chacun de ces ambes de
meme composition pourra signifier 1'ambe non altere de cette sorte . Ainsi
done, en admettant que les ambes 12, 13, 23 se presentent respectivement
1, m et n fois dans une suite auxiliaire donnee, celle ci donnera lieu a
1n m • n suppositions differentes au sujet des ambes non alteres, et par con-
sequent aussi au sujet des ambes alteres . On remarquera que dans ces
suppositions les ambes alteres, ainsi que les non alteres no varient que de
position, et restent d'ailleurs les memes quant aux elements dont ils soot
formes
. Nous designerons done sous le nom de systeme d'ambes alteres
de la suite auxiliaire donnee les six ambes alteres qu'elle presente,
pris dans un ordre arbitraire taut par rapport aux ambes eux-memes, que
par rapport aux elements de chaque ambe. Nous dirons aussi, en compa-
rant les ambes du systeme avec les ambes alteres donnes deposition en
vertu d'une supposition determinee, que chaque ambe du systeme corre-
spond a un des ces ambes alteres, compose des memes elements et deter-
mine quant a sa position dans la suite auxiliaire . Cette correspondance sera
fixee d'elle-meme par rapport aux ambes qui ne se rencontrent qu'une fois
parmi les ambes alteres ; si au contraire, un ambe s'y rencontre a plusieurs
reprises, elle pourra titre etablie a volonte de diverses manieres ; nous sup-
poserons done dans ce eas y que 1'on fasse les conventions necessaires pour
fixer les idees ; de sorte que, quelque supposition que l'on admette au sujet
des ambes alteres, la correspondance de ceux-ci avec les ambes du systeme
se trouve generalement etablie sans ambiguite .
9 .
Los suites completees devant titre conformes a celles que nous avons
definies dans 1'enonce de la quistion proposee (art . 2), it est necessaire et
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it suffit que les intercalations qui servent a les former, satisfassent aux
conditions fondamentales que voici
1 .° que, prises ensemble, elles se component de douze elements, savoir
des elements 4, 5, 6, 7, trois fois repetes ;
2.° qu'elles presentent une fois chacun des six ambes a elements ine-
gaux que 1'on pent former avec les elements 4, 5, 6, 7, et qu'elles ne
presentent pas d'autre ambe ;
3.° que les elements des intercalations qui viennent en contact avec
les elements des ambes alteres forment avec ceux-ci les douze ambes qui
resultent de la combinaison de Pun des elements 4, 5, 6, 7 avec l'un des
elements 1, 2, 3 .
Et reellement, ces conditions remplies, les suites completees se compo-
seront des elements 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, trois fois repetes, et outre les 18
ambes dont ii est question dans la seconde et la troisieme condition, elles
presenteront encore les trois ambes 12, 13, 23, et par consequent tons les
ambes a elements inegaux que l'on pent former avec 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 .
Ce n'est comme on le voit, que la troisieme condition fondamentale qui
a egard aux ambes alteres, et seulement en ce qui concerne les elements
dont ils soot composes. La position des ambes alteres y etant indiferente,
on pent, pour deduire une suite completes d'une suite auxiliaire proposee,
commencer par determiner six intercalations qui, etant appliquees dans un
certain ordre an systeme d'ambes alterees de la suite auxiliaire, satisfassent
aux trois conditions fondamentales . II faut remarquer a cet egard, que l'ordre
dont it est question ici, doit-etre determine sons le double rapport de la
correspondance entre les ambes du systeme et les intercalations, et du sens
dans lequel it faut prendre ces dernieres, lorsqu'elles sont multiples .
Si- 1'on connalt six intercalations do cette nature, et l'ordre Bans lequel
elles s'appliquent an systeme d'ambes alteres, on obtiendra une suite com-
pletee si, apres qu'on a figs la supposition a admettre au sujet des ambes
alteres, on applique a chaque ambe de cette sorte, que presente alors la
suite auxiliaire, la meme intercalation qu'a l'ambe du systeme qui lui cor-
respond selon nos conventions ; en ayant soin toutefois de 1'y inserer dans
le mAme sens on en seas inverse, selon que les ambes correspondants eux-
memes observent le meme ordre d'elements on non .
Nous nommerons systeme d' intercalations applicable a un sy-
s t e m e propose d' a m b e s alteres six intercalations quelconques qui s'y
78
	
R e i s s : Sur le j eu du domino .
appliquent conformement aux trois conditions fondamentales, 1'ordre dans
lequel cela a lieu etant determine sons le double rapport mentionne . Deux
systemes d'intercalations composes des memes intercalations, mais ditferents
quant a l'ordre dans lequel ils s'appliquent au systeme propose d'ambes
alteres, doivent etre consideres comme des systemes difF rents puisqu'ils
donnent lieu a des suites completees differentes, lors meme que la suppo-
sition au sujet des ambes alteres ne subit pas de variation .
10 .
Si parmi les quantites 1, m et n une au moins est > 1, de sorte que le
nombre des suppositions admissibles au sujet des ambes alteres et non alte-
res soit superieur a 1'unite, les suites completees que 1'on peut deduire de
la suite auxiliaire proposee, se diviseront en 1 nm . n groupes, selon la sup-
position qui y est en vigueur, et que 1'on reconnaltra daps chaque suite
completee en tenant compte de la position qu'y occupent les ambes 12,
13, 23. 11 est facile a voir quo tous ces groupes comprennent le memo
nombre de suites . En effet, si 1'on suppose connus tons les systemes d'in-
tercalations applicables au systeme d'ambes alteres de la suite auxiliaire
proposee, les suites completees que 1'on obtient par leur moyen, apres qu'on
a fixee la supposition a admettre, appartiendront toutes au memo groupe .
Viceversa, quelque suite de ce groupe que 1'on considere, les six inter-
calations qu'elle renferme, constitueront un systeme d'intercalations appli-
cable au systeme d'ambes alteres . On voit par la que le nombre de ces
systemes indiquera en meme temps celui des suites comprises dans le groupe
en question, et par consequent aussi dans tout autre groupe ; d'ouh it Wen-
suit que tous les groupes comprennent le meme hombre de suites . De la
on est conduit a la conclusion suivante
Les ambes 12, 13, 23 se presentant respectivement 1, m et n fois
Bans une suite auxiliaire, le nombre des suites completees que l'on en
peut deduire equivaudra a l . m . n fois le nombre des systemes d'in-
tercalations applicables au systeme d'ambes alteres de la meme suite
auxiliaire .
On remarquera que cette conclusion subsiste memo quand aucune des
quantites 1, m et n ne depasse pas 1'unite .
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11 .
Etant proposes une suite auxiliaire et son systeme d'ambes alteres, sub-
stituons dans celui-ci au lieu de 1 un quelconque des elements 1, 2, 3,
au lieu de 2 un quelconque des deux autres, et au lieu de 3 l'element qui
reste disponible . Le resultat de cette permutation des elements 1, 2, 3 sera
un systeme d'ambes transformes que nous nommerons, en abregeant, le sy-
steme transforms .
Tout systeme d' intercalations applicables au systeme propose d' ambes
alteres, s'appliquera aussi dans le meme ordre au systeme transforms . En
d'autres termes, les conditions fondamentales etant remplies vis-a-vis du
premier systeme, elles le seront aussi vis-a-vis du second . Cela est evident
par rapport aux deux premieres conditions qui ne concernent que la com-
binaison des elements 4, 5, 6, 1, entre eux . Quant a la troisieme, les ele-
ments des intercalations venant en contact avec les elements des ambes du
systeme propose d'ambes alteres , formeront avec ceux-ci des amber qui
seront par supposition, 14, 15, 16, 17, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36, 37 .
En mettant le systeme transforms a la place du systeme propose, les ambes
analogues a ceux-ci en resulteront, si 1'on permute les elements 1, 2, 3
de la meme maniere que daps le systeme propose . Mais cette permutation
reproduira evidemment les memos ambes, a 1'ordre pres . On voit done, que
dans le cas actuel, la troisieme condition ne sera pas moins remplie que
les deux autres .
On prouverait de la meme maniere que v i c ev e r s a tout systeme d'in-
tercalations applicable au systeme transforms s'applique de meme au sys-
teme propose ; par consequent, ces systemes soot susceptibles des memes
systemes d'intercalations, et a plus forte raison, du meme nombre de ces
systemes .
Si le systeme transforms est lui meme un systeme d'ambes alteres, se
rapportant comme tel a une autre suite auxiliaire, le produit l - m - n aura la
meme valeur a 1'egard de cette seconde suite qu'a 1'egard de la suite pro-
posee. Car, en rapportant primitivement a celle-ci les quantites 1, m et
n,
les ambes 12, 13, 23 se rencontreront respectivement 1-1, n2-1, n-1
fois daps le systeme propose . Or, en permutant les elements 1, 2, 3, on
permute en memo temps les ambes 12, 13, 23 ; par consequent, les valeurs
de 1-1, m-1, n-1, qui se rapportent au systeme traps forms, resulte-
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ront des valeurs primitives de ces quantites, en permutant celles-ci d'une
certaine mani8re ; d'oii l'on conclut qu'en permutant de la memo maniere jes
valeurs primitives de 1, m, n, relatives A la suite proposee, les valeurs re-
sultantes se rapporteront A 1'autre suite. Mais cette permutation n'influe
que sur 1'ordre des facteurs du produit 1.m-n; la valeur de celui-ci sera
done la memo daps Fun et l'autre cas .
En consequence de ces propositions, et en egard a la conclusion deve-
loppee daps Particle precedent, on parvient sans difficulte 5, cette autre :
Lorsque les systemes d'ambes alteres de deux suites auxiliaires dif-
ferentes sont les memos ou plus generalement, lorsqu'ils se trans-
forment Fun dans 1'autre par suite d'une certaine permutation des ele-
ments 1, 2, 3, ces deux suites donneront lieu au meme nombre de
suites completees .
12.
Les suites auxiliaires qui ont cette propriete en commun, seront rangees
dans la meme categorie . Pour effectuer la division de toutes les suites auxi-
liaires conformement A cc point de vue, nous n'en considererons d'abord
que la premiere moitie, representee dans le tableau (3) sous forme recti-
ligne. En designant generalement par a b c, une permutation quelcon que
de 123, on verifiera aisement la division suivante de ce tableau
1 111222333
1. (aaaabbbbcccc)
suite syst. d'ambes alteres
suite
111223233
111223323
111232233
111233223
11 11 22 22 33 33
2. (aa as bb cc be bc)
syst. d'ambes alteres
11 11 22 33 23 23
11 11 22 33 23 23
11 11 22 33 23 23
11 11 22 33 23 23
a
1
b
2
C
3
c
I2
3
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
Annali d
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112122333
112133322
112212333
112213332
112223133
112333122
112223313
112233312
suite
111232323
121212333
121213332
suite
33 33 11 22 12 12
33 33 11 22 12 12
33 33 11 22 12 12
33 33 11 22 12 12
22 22 11 33 13 13
33 33 11 22 12 12
22 22 11 33 13 13
33 33 11 22 12 12
3. (aa as be be be be)
syst. d'ambes alteres
11 11 23 23 23 23
33 33 12 12 12 12
33 33 12 12 12 12
4. (aa bb cc ab ac be)
syst. d'ambes alteres
112132233 11 22 33 12 13 23
112133223 11 22 33 12 13 23
112213233 11 22 33 12 13 23
112213323 11 22 33 12 13 23
112312233 11 22 33 12 13 23
112313322 11 22 33 12 13 23
112231233 11 22 33 12 13 23
112231332 11 22 33 12 13 23
112331223 11 22 33 12 13 23
112331322 11 22 33 12 13 23
112232133 11 22 33 12 13 23
112233123 11 22 33 12 13 23
112233132 11 22 33 12 13 23
112322133 11 22 33 12 13 23
112233213 11 22 33 12 13 23
112332213 11 22 33 12 13 23
Matematica, tomo V.
a
1
3
3
a
2
1
1
2
2
2
c
3
2
2
c
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suite
5. as bb ac ac be bc)
syst. d'ambes alteres a b c
1 112123233 11 33 12 12 32 32 1 3 2
2 112123323 11 33 12 12 32 32 1 3 2
3 112132332 11 33 12 12 32 32 1 3 2
4 112133232 11 33 12 12 32 32 1 3 2
5 112312332 11 33 12 12 32 32 1 3 2
6 112313223 11 22 13 13 23 23 1 2 3
7 112231323 11 22 13 13 23 23 1 2 3
8 112321233 11 33 12 12 32 32 1 3 2
9 112321332 11 33 12 12 32 32 1 3 2
10 112331232 11 33 12 12 32 32 1 3 2
11 112332123 11 33 12 12 32 32 1 3 2
12 112332132 11 33 12 12 32 32 1 3 2
13 112232313 11 22 13 13 23 23 1 2 3
14 112322313 11 22 13 13 23 23 1 2 3
15 112323312 11 33 12 12 32 32 1 3 2
16 112332312 11 33 12 12 32 32 1 3 2
17 121312233 22 33 21 21 31 31 2 3 1
18 121313322 22 33 21 21 31 31 2 3 1
19 121331223 22 33 21 21 31 31 2 3 1
20 121331322 22 33 21 21 31 31 2 3 1
21 121223133 22 33 21 21 31 31 2 3 1
22 121322133 22 33 21 21 31 31 2 3 1
23 122123133 22 33 21 21 31 31 2 3 1
24 122132133 22 33 21 21 31 31 2 3 1
suite
6. (aa ab ac be be bc)
syst. d'ambes alteres a b c
1 112132323 11 12 13 23 23 23 1 2 3
2 112312323 11 12 13 23 23 23 1 2 3
3 112313232 11 12 13 23 23 23 1 2 3
4 112321323 11 12 13 23 23 23 1 2 3
Or, A chaque suite auxiliaire faisant partie de la premiere moitie en cor-
respond une autre comprise dans la seconde, en ce sens que ces suites se
transforment Tune dans l'autre, en y permutant les elements 2 et 3 ; it est
visible, de plus, quo la meme correspondance existera eutre les systemes
d'arnbes alteres de ces suites ; mais la permutation de 2 et de 3 n'est autre
chose qu'une permutation particuliere de 423 ; par consequent, les suites
auxiliaires correspondantes appartiendront A la memo categorie, et le nombre
de suites qu'en comprend chacune sera le double de celui qu'y contribue
la premiere moitie .
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5 112323123 11 12 13 23 23 23 3
6 112323132 11 12 13 23 23 23 1 2 3
7 112323213 11 12 13 23 23 23 1 2 3
8 121213233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
9 121213323 33 31 32 12 12 12 3 1 2
10 121312332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
11 121313223 22 21 23 13 13 13 2 1 3
12 121231233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
13 121231332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
14 121321233 33 31 32 12 12 12 3 1 2
15 121321332 33 31 32 12 12 12 3 1 2
16 121331232 33 31 32 12 12 12 3 1
9
17 121232133 33 31 32 12 12 12 3 1 2
18 121233123 33 31 32 12 12 12 3 1 2
19 121233132 33 31 32 12 12 12 3 1 2
9
20 121332123 33 31 32 12 12 12 3 1
21 121332132 33 31 32 12 12 12 3 1 2
suite
7. (ab ab ac
syst . d'ambes
ac
alteres
be be)
a b C
1 121312323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
2 121313232 12 12 13 13 23 23 1 2 3
3 121231323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
4 121321323 12 12 13 13 23 23 1 2 3
5 121323123 12 12 13 13 23 23 1 2 3
6 121323132 12 12 13 13 23 23 1 2 3
7 123123123 12 12 13 13 23 23 1 2 3
8 123123132 12 12 13 13 23 23 1 2 3
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Quant au produit l • nz • n qui a la meme valeur par rapport A toutes les
suites auxiliaires de la memo categorie, it suffit de le determiner en chaque
cas, a l'dgard d'une seule ; ce qu'on fera en etablissant d'abord les valeurs
do l-1, m-1, n-1, relatives A un quelconque des systemes d'ambes
alteres de chaque categorie . De cette maniere on trouve
Si 1'on designe maintenant par [1] le nombre de systemes d'intercalations
applicables A un systeme d'ambes alteres de la premiere categorie, ou bien
au systeme general a a a a b b b b c c c c, et que 1'on entende par [2], [3], . . .
les hombres analogues relatifs a la seconde categorie, fi, la troisieme, et
ainsi de suite, la recherche precedente se resumera finalement ainsi qu'il suit :
la cat. 1 comprend 2 suites, chacune donnant lieu A 1 [1]
En appliquant ces resultats a ce que nous avons dit sur la determination
du nombre S (voir la fin de 1'art . 1), et en faisant attention que les suites
auxiliaires
1 2 3 1 3 2
3 1 et 2 1
2 1 3 2 3 1 2 3
cat . l-1 m-1 n-1 l •rn •n
1 0 0 0 1
2 0 0 2 3
3 0 0 4 5
4 1 1 1 8
5 0 2 2 9
6 1 1 3 16
7 2 2 2 27
» 2 > 24 >) » » 3 [2]
» 3 » 6 » » » 5 [3] p,
>) 4 >) 32 » » » 8 [4] o
» 5 » 48 » » » 9 [51
U
» 6 » 42 » » » 16 [6]
m
« 7 » 16 » » 27 [7]
13.
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appartiennent Tune et l'autre a la septieme categoric, on parvient directe-
ment a la formule suivante
S :2-[1]+24-3-[2j + 6 .5 . [3] +32 .8 .[41
+48 . 9 . [5] +42-16-[6]+14 2/ s -2'1- [7]
=
2- 111
+ 72 .[2] + 30 .[3] + 256 . [4]
+ 432 - [5] -f- 672 . [6] + 396 . [7] .
11 bus reste done a determiner les quantites [1], [2], . . . ce qui exige une
discussion prealable des questions qui se rattachent aux systemes d'inter-
calations .
14 .
Quatrieme partie. - Enumeration des systemes d'intercalations independants .
Un systeme d'intercalations applicable a un systeme d'ambes alteres ne
sera completement determine, ainsi que nous 1'avons deja dit, que si 1'on
fixe la correspondance entre les ambes et les intercalations, et le sens dans
lequel chaque intercalation doit titre prise, lorsqu'elle est multiple . On pout
cependant concevoir les systemes d'intercalations sous un point de vue plus
general, en faisant abstraction de leurs rapports avec les systemes d'ambes
alteres, ou, ce qui revient au meme, en ne tenant compte que des deux
premieres des conditions fondamentales . Dans ce cas, la correspondance
entre les intercalations et les ambes est raise hors de question, et le sens
dans lequel on prend les intercalations multiples devient indifferent . Si done
deux intercalations sont Tune l'inverse de l'autre, it nous suffira d'en ad-
mettre cello dont l'element initial est inferieur a 1'element final, on, si les
elements extremes sont egaux entre eux, cello dont le second element est
inferieur a 1'avant-dernier. Nous allons maintenant former le tableau complet
des systemes d'intercalations ainsi definis, que nous distinguerons par le
nom d'independants .
Les six nombres indiquant de combien d'elements se composent les inter-
calations qui forment un systeme, seront nommes le systeme de nombres
de ce dernier, et les systemes d'intercalations independants qui s'accordent
sous ce rapport, seront ranges dans la memo classe . Or, la somme des six
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nombres constituant un systeme est invariablement =12, et les differentes
mani6res de partager le nombre 12 en six hombres entiers, sont les suivants :
par consequent, it n'y a pas d'autres systemes de nombres que ceux-ci .
Mais it est aussi aise de voir que le systeme 711111 ne saurait appartenir
a un systeme d'intercalations ; car it n'existe pas d'intercalation a sept
elements. En effet, une telle intercalation presenterait six ambes comme
groupes de deux elements consecutifs, ambes qui seraient tous differents
les uns des autres, et seraient par consequent 45, 46, 47, 56, 51, 67 .
L'intercalation comprendrait done aussi tons les elements 4, 5, 6, 7, mais
de telle maniere qu'il y en ent au moins un qui ne s'y rencontrat qu'une
fois ; car dans le cas contraire, elle devrait se composer au moins de 2 .4=8
elements. Or, un tel element, selon qu'il se trouve a 1'extremite ou dans
l'interieur de l'intercalation, ne serait en contact qu'avec un ou deux des
trois autres. L'intercalation no presenterait done pas tous les amber pos-
sibles, ce qui est en contradiction avec notre premiere conclusion ; par con-
sequent, it n'existe pas d'intercalation composee de sept elements .
D'apres cola, nous n'avons a considerer que dix systemes de nombres et
autant de classes de systemes independants . La question revient done a
determiner pour chaque classe tous les systemes independants qui s'y rap-
portent. Afin d'y parvenir avec plus de facilite, nous chercherons d'abord
toutes lee intercalations multiples, les conditions a remplir etant celles-ci
1 .° que les intercalations ne comprennent d'autres elements que 4, 5, 6, 7 ;
2.° qu'elles ne presentent d'autres ambes que 45, 46, 47, 56, 57, 67, et
qu'elles n'en presentent aucune plus d'une fois ; condition qui sera remplie
d'elle-meme, si l'intercalation ne comprend quo des elements differents les
uns des autres, et qui exige dans le cas contraire, que deux elements egaux
soient separes au moins par deux elements intermediaires,
15.
Quant aux intercalations a deux elements, ils seront generalement de la
forme a/3, en entendant par a et
/9
deux quelconques des elements 4, 5,
6, 1, differents l'un de l'autre et tels que a soit inferieur 4 P3 .
1 . 222222 5 . 422211 9. 531111
2. 322221 6 . 432111 10 . 621111
3. 332211 7 . 441111 11 . 711111 ;
4. 333111 8 . 522111
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En designant par y et 8 les deux autres des quatre elements, les inter-
calations a trois dldments seront generalement exprimees par
aye
a 8 '8 .
Quant aux intercalations a quatre elements, it y a deux cas a distinguer ;
Pun oii les elements extremes sont differents Pun de l'autre, le second oix
ces elements sont dgaux entre eux . Le premier cas donne lieu aux deux
formes
a76,3
a6 y/3
oft a, 3 out la meme signification que ci-dessus ; dans le second cas
on trouvera les formes
ABCA
ABDA
A CDA
en entendant par A un quelconque des elements 4, 5, 6, 7, et par B, C,
D les trois autres, mais tels que B soit inferieur a C, C inferieur a D.
Les intercalations a cinq elements presentent les memes cas ; on trouvera
done les formes
a(3yS,(3 ABD C A
af3Sy/3 ABCDA
aySa/9 ACBDA
aSyap
Pour ce qui est enfin des intercalations a six elements, on pout aisement
se convaincre a priori que le second cas est impossible ; car si A est 1'e-
lement initial, it ne pourra oeeuper simultanement ni la seconde ni la troi-
sidme place ; s'il est aussi l'element final, it ne pourra non plus occuper
ni la quatrieme ni la cinquieme . Les quatre elements intermediaires ne
comprendront done que B, C et D ; ce qui exige qu'un de ces elements,
p . e. B, soit repete, et se trouve par consequent aux deux extrdmites des
dldments intermediaires . Or, lee intercalations A B CDBA et ABD CBA
sont inadmissibles Tune et 1'autre, puisqu'elles presentent .deux fois 1'ambe
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AB. Il ne reste done que, le premier cas A considerer qui donne lieu aux
formes
a,(3ya8(3
a,'Say13
ay/3ab/3
a6f3ay jC3
ayfl6a13
a s,87a/3.
En donnant maintenant A a, /3, y, o, et A A, B, C, D toutes les valeurs
compatibles avec les restrictions que noun aeons faites, savoir celles ci
on trouvera sans difficult6 le tableau suivant de toutes les intercalations
multiples
2 61 . 3 61 . 4 elements 5 elements
45 465 4675 4564 45675 56476 45764
46 475 4765 4574 45765 56746 45674
47 456 4576 4674 46745 54756 46574
56 476 4756 5465 47645 57456 54765
57 457 4567 5475 46576 57467 54675
67 467 4657 5675 46756 57647 56475
546 5476 6456 45746 54657 64756
576 5746 6476 47546 56457 64576
547 5467 6576 47567 67457 65476
567 5647 7457 47657 67547 74657
647 6457 7467 45647 64567 74567
657 6547 7567 46547 65467 75467
a / y 8 A B C D
1 4 5 6 7 1 4 5 6 7
2 4 6 5 7 2 5 4 6 7
3 4 7 5 6 3 6 4 5 7
4 5 6 4 7 4 7 4 5 6
5 5 7 4 6
6 6 7 4 5
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6 elements
16.
11 nous sera maintenant tres facile de former tous les systhmes indepen-
dants compris dans une classe quelconque . Voici d'abord le procede pour
en trouver les intercalations multiples .
En admettant que le systeme respectif de nombres contienne k hombres
superieurs A 1'unite, soit 1, m . . . . p, on combinera entre elles toutes les
intercalations a, 1, a m, . . . A p elements que noun venons d'enumerer, en
formant les combinaisons avec une intercalation de chaque esp6ce, et en
etendant cette operation sur toutes les combinaisons qui ne presentent
qu'une fois le meme ambe . Toutes les combinaisons que 1'on obtient par
la., seront sans exception propres A la formation de systemes independants .
Pour Wen assurer A priori, it suffit de prouver qu'elles presentent inva-
riablement six ambes, et qu'elles ne renferment le meme element plus de
trois fois . Quant au nombre des ambes, it est d'abord
l-1+m-1+---+p-1-1+m-4- . . . .+.p-k ;
car toute intercalation multiple presente un ambe de moins qu'elle ne con-
tient d'elements . De plus, en designant par k1 le nombre des intercalations
simples, on a
k+k1 =6; l±m+
. . .+p+k1=12
Annali di Matematica, tomo V . 12
456475 475467 574567
457465 476457 576547
465475 457467 547567
475465 467457 567547
465745 457647 547657
475645 467547 567457
465476 564576 674657
467456 567546 675617
456476 546576 647657
476456 576546 657647
456746 546756 C47567
476546 576456 657467
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et pair consequent
l+m+ . . .+p-k-=.12-6--_6 ;
ce qui prouve le premier point. En second lieu, ces six ambes etant 45,
46, 47, 56, 51, 67, chacun des elements 4, 5, 6, 1 s'y trouvera combine
avec les trois autres ; it faut done ou qu'il se rencontre une fois dans l'in-
terieur d'une intercalation, et une fois a 1'extremite de la meme ou d'une
autre, ou qu'il occupe trois fois une place extrame . De la on conclut que
tout element sera contenu ou deux ou trois fois dans une combinaison ;
ce qui prouve le second point, et nous fait voir en meme temps qu'on
completera les systhmes d'intercalations en ajoutant aux combinaisons comme
intercalations simples tous les elements qui n'y sont contenus que deux
fois. En suivant la marche que nous venous de tracer, on parviendra au
tableau suivant des syst6mes independants
III. (332211)
1 465 475 45 67 6 7 10 456 476 46 57 5 7
2 465 476 45 57 6 7 11 456 467 47 57 5 6
3 465 457 47 67 5 6 12 456 576 46 47 5 7
4 465 576 45 47 6 7 13 456 647 57 67 4 5
5 465 547 57 67 4 6 14 476 457 46 56 5 7
6 475 456 46 67 5 7 15 476 546 56 57 4 7
7 475 467 45 56 6 7 16 476 657 45 46 5 7
8 475 546 56 67 4 7 17 457 467 47 56 5 6
9 475 567 45 46 6 7 18 457 567 46 47 5 6
1.(222222)
1 / 45 46 47 56 57 67
II. (322221)
1 465 45 47 57 67 6 7 546 47 56 57 67 4
2 475 45 46 56 67 7 8 576 45 46 47 56 7
3 456 46 47 57 67 5 9 547 46 56 57 67 4
4 476 45 46 56 57 7 10 567 45 46 47 57 6
5 457 46 47 56 67 5 11 647 45 56 57 67 4
6 467 45 47 56 57 6 12 657 45 46 47 67 5
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25 576 547 46 56 4 7
20 467 547 56 57 4 6 26 576 647 45 56 4 7
21 467 657 45 47 5 6 27 547 567 46 57 4 6
22 546 576 47 56 4 7 28 547 657 46 67 4 5
23 546 567 47 57 4 6 29 567 647 45 57 4 6
24 546 657 47 67 4 5 30 647 657 45 67 4 5
IV. (333114)
1 465
476 457 5 6 7 5 456 576 647 4 5 7
2 465 576 547 4 6 7 6 476 546 657 4 5 7
3 475 456 467 5 6 7 7 457 567 647 4 5 6
4 475 546 567 4 6 7 8 467 547 657 4 5 6
V. (422211)
1 4675 45 47 56 6 7 13 4564 47 57 67 5 6
2 4765 45 46 57 6 7 14 4574 46 56 67 5 7
3 4576 46 47 56 5 7 15 4674 45 56 57 6 7
4 4756 45 46 67 5 7 16 5465 47 57 67 4 6
5 4567 46 47 57 5 6 17 5475 46 56 67 4 7
6 4657 45 47 67 5 6 18 5675 45 46 47 6 7
7 5476 46 56 57 4 7 19 6456 47 57 67 4 5
8 5746 45 56 67 4 7 20 6476 45 56 57 4 7
9 5467 47 56 57 4 6 21 6576 45 46 47 5 7
10 5647 45 57 67 4 6 22 7457 46 56 67 4 5
11 6457 47 56 67 4 5 23 7467 45 56 57 4 6
12 6547 46 57 67 4 5 24 7567 45 46 47 5 6
VI. (432111)
1 4675 456 47 5 6 7 8 4756 546 67 4 5 7
2 4675 547 56 4 6 7 9 4567 475 46 5 6 7
3 4765 457 46 5 6 7 10 4567 647 57 4 5 6
4 4765 546 57 4 6 7 11 4657 476 45 5 6 1
5 4576 465 47 5 6 7 12 4657 547 67 4 5 6
6 4576 647 56 4 5 7 13 5476 465 57 4 6 7
7 4756 467 45 5 6 7 14 5476 657 46 4 5 7
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37 5475 465 67 4 6 7
16 5746 567 45 4 6 7 38 5475 467 56 4 6 7
17 5467 475 56 4 6 7 39 5475 567 46 4 6 7
18 5467 657 47 4 5 6 40 5675 546 47 4 6 7
19 5647 457 67 4 5 6 41 5675 547 46 4 6 7
20 5647 576 45 4 6 7 42 5675 647 45 4 6 7
21 6457 476 56 4 5 7 43 6456 475 67 4 5 7
22 6457 567 47 4 5 6 44 6456 476 57 4 5 7
23 6547 467 57 4 5 6 45 6456 576 47 4 5 7
24 6547 576 46 4 5 7 46 6476 456 57 4 5 7
47 6476 457 56 4 5 7
48 6476 657 45 4 5 7
25 4564 475 67 5 6 7 49 6576 546 47 4 5 7
26 4564 476 57 5 6 7 50 6576 547 46 4 5 7
27 4564 576 47 5 6 7 51 6576 647 45 4 5 7
28 4574 465 67 5 6 7 52 7457 465 67 4 5 6
29 4574 467 56 5 6 7 53 7457 467 56 4 5 6
30 4574 567 46 5 6 7 54 7457 567 46 4 5 6
31 4674 456 57 5 6 7 55 7467 456 57 4 5 6
32 4674 457 56 5 6 7 56 7467 457 56 4 5 6
33 4674 657 45 5 6 7 57 7467 657 45 4 5 6
34 5465 475 67 4 6 7 58 7567 546 47 4 5 6
35 5465 476 57 4 6 7 59 7567 547 46 4 5 6
36 5465 576 47 4 6 7 60 7567 647 45 4 5 6
VII. (441111)
1 4675 6547 4 5 6 7 4 4756 5467 4 5 6 7
2 4765 6457 4 5 6 7 5 4567 5746 4 5 6 7
3 4576 5647 4 5 6 7 6 4657 5476 4 5 6 7
VIII. (522111)
1 45675 46 47 5 6 7 5 46576 45 47 5 6 7
2 45765 46 47 5 6 7 6 46756 45 47 5 6 7
3 46745 56 57 4 6 7 7 45746 56 67 4 5 7
47645 56 57 4 6 7 S 47546 56 67 4
5 7
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23 61567 47 57 4 5 6
10 47657 45 46 5 6 7 24 65467 47 57 4 5 6
11 45647 57 67 4 5 6 25 45764 47 56 5 6 7
12 46547 57 67 4 5 6 26 45674 46 57 5 6 7
13 56476 45 57 4 6 7 27 46574 45 67 5 6 7
14 56746 45 57 4 6 7 28 54765 46 57 4 6 7
15 54756 46 67 4 5 7 29 54675 17 56 4 6 7
16 57456 46 67 4 5 7 30 56475 45 67 4 6 7
17 57467 45 56 4 6 7 31 65756 45 67 4 5 7
18 57647 45 56 4 6 7 32 64576 47 56 4 5 7
19 54657 47 67 4 5 6 33 65476 46 57 4 5 7
20 56457 47 67 4 5 6 34 74657 45 67 4 5 6
21 67457 46 56 4 5 7 35 74567 46 57 4 5 6
22 67547 46 56 4 5 7 36 75467 47 50 4 5 6
IX. (534911)
1 45675 647 4 5 6 7 13 56176 457 4 5 6 7
2 45765 647 4 5 6 7 14 56746 457 4 5 6 7
3 46745 657 4 5 6 7 15 54756 467 4 5 6 7
4 47645 657 4 5 6 7 16 57456 467 4 5 6 7
5 46576 547 4 5 6 7 17 57467 456 4 5 6 7
6 46756 547 4 5 6 7 18 57647 156 4 5 6 7
7 45746 567 4 5 6 7 19 54657 476 4 5 6 7
8 47546 567 4 5 6 7 20 56457 476 4 5 6 7
9 47567 546 4 5 6 7 21 67457 465 4 5 6 7
10 47657 546 4 5 6 7 22 67547 465 4 5 6 7
11 45647 576 4 5 6 7 23 64567 475 4 5 6 7
12 46547 576 4 5 6 7 24 65467 475 4 5 6 7
X. (624111)
1 456475 67 4 5 6 7 7 465476 57 4 5 6 7
2 457465 67 4 5 6 7 8 467456 57 4 5 6 7
3 465475 67 4 5 6 7 9 456476 57 4 5 6 7
4 475465 67 4 5 6 7 10 476456 57 4 5 6 7
5 465745 67 4 5 6 7 I1 456746 57 4 5 6 7
6 475645 67 4 5 6 7 12 476546 57 4 5 6 7
11.
Cingnieme partie. - Des systemes derives et auxiliaires . Methode qui en de-
coule pour determiner les quantit6s [11, [2], . . .
Dans le nombre des systemes d'intercalations independants se trouvent
necessairement tous ceux qui, etant pris dans un certain ordre, deviennent
applicables A un systeme d'ambes alteres. Pour juger dans un cas donne,
quels soot ces systemes, it faut avoir recours a la troisieme condition fon-
damentale . Or, cette condition, en tant qu'elle concerne les intercalations,
ne tient compte que des elements qui viennent en contact avec ceux des
ambes alteres . Il convient done, sous ce point de vue, d'indiquer chaque
intercalation, multiple ou simple, par ces deux elements caracteristiques ;
l'un etant celui par lequel elle touche le premier element de l'ambe altere
correspondant, 1'autre celui par lequel elle en touche le second . Ce seront
les elements extremes de l'intercalation, si celle-ci est multiple ; si elle est
simple, ils consisteront l'un et 1'autre dans 1'element dont l'intercalation est
formee, puisque cet element se trouve alors en contact et avec le premier
et avec le second de l'ambe altere correspondant .
Les deux elements caracteristiques d'une intercalation seront eonsideres
comme formant un ambe, et les six ambes de cette nature, qui indiquent
les intercalations constituant un systeme (independant ou determine quant
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13 475467 56 4 5 6 7 25 574567 46 4 5 6 7
14 476457 56 4 5 6 7 26 576547 46 4 5 6 7
15 457467 56 4 5 6 7 27 547567 46 4 5 6 7
16 467457 56 4 5 6 7 28 567547 46 4 5 6 7
17 457647 56 4 5 6 7 29 547657 46 4 5 6 7
18 467547 56 4 5 6 7 30 567457 46 4 5 6 7
19 564576 47 4 5 6 7 31 674657 45 4 5 6 7
20 567546 47 4 5 6 7 32 675647 45 4 5 6 7
21 546576 47 4 5 6 7 33 647657 45 4 5 6 7
22 576546 47 4 5 6 7 34 657647 45 4 5 6 7
23 546756 47 4 5 6 7 25 647567 45 4 5 6 7
24 576456 47 4 5 6 7 36 657467 45 4 5 6 7
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a son ordre), en seront nommees l e systeme derive. D'autre part, nous
entendrons par systeme auxiliaire applicable a un systeme propose
d'ambes alteres six ambes quelconques qui, ne comprenant d'autres
elements que 4, 5, 6, 7, s'y appliquent daps un certain ordre, conforme-
ment a la troisieme condition fondamentale . Cot ordre sera fixe en chaque
cas, non seulement sous le rapport de la correspondance entre les ambes
alteres et ceux du systeme auxiliaire, mais aussi relativement au sens dans
lequel on prend ces derniers ; chaque element d'un de ces ambes devant
etre de memo rang que l'element contigu de l'ambe altere correspondant .
Si dans le nombre des systemes auxiliaires applicables a un systeme
d'ambes alteres propose, it Wen trouve un dont les ambes soient en meme
temps ceux du systeme derive d'un systeme independant, celui-ci deviondra
applicable au memo systeme d'ambes alteres, si 1'on en determine l'ordre
analoguement a celui du systeme auxiliaire en question . A cette fin, it faut
substituer a chaque ambe une intercalation qu'il indique, et prendre chaque
intercalation multiple dans un sens tel que son element initial s'accorde
avec le premier, son element final avec le second element de 1'ambe qu'elle
remplace .
Ii faut remarquer quant a cot ordre, que la substitution des intercalations
s'accomplira sans ambiguite, si tous les ambes du systeme auxiliaire (ou
derive) sont differents les uns des autres ; si au contraire, plusieurs de ces
ambes sont egaux entre eux (qu'il soient d'ailleurs pris dans le mAme sons
ou non), les intercalations qu'ils indiquent et qui les doivent remplacer, pour-
ront etre permutees entre elles de toutes les manieres possibles . On se con-
vaincra du reste ., par 1'inspection du tableau de Particle precedent, que
dans aucun systeme independant, plus d'un ambe caracteristique n'appar-
tienne a plusieurs intercalations, et quo par consequent, le systeme auxi-
liaire on derive duquel it s'agit, ne saurait contenir plusieurs fois qu'un
soul ambe.
11 faut remarquer en second lieu, que, la substitution des intercalations
accomplie, le sens de toute intercalation multiple sera determine sans am-
biguite, lorsqu'elle est a elements extremes inegaux. Dans le cas contraire,
l'ambe qu'elle remplace se composera de deux elements egaux, et ne sera
plus propre a en fixer le sens ; Fun et l'autre seront done alors egalement
admissibles .
Ces remarques nous font voir qu'en certains cas 1'ordre du systeme in-
dependant pourra se determiner de diverses manieres, tout en restant ana-
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logue a celui du systeme auxiliaire . Or, chacune de ces manieres se rap-
porte a un autre systeme d'intercalations applicable au systeme d'ambes
alteres propose (voir la fin de Part . 9) . Si done on admet en
general,
qu'un systeme independant renferme L intercalations possedant le meme
ambe caracteristique, et que 1'on designe par M le nombre de ses inter-
calations multiples a elements extremes egaux, la valeur de L etant selon
le cas, 1, 2 ou 3, et celle de M, 0 ou 1, on parvient a la conclusion
suivante qui embrasse tous le cas qui peuvent ici venir en consideration :
En admettant que les ambes d'un certain systeme auxiliaire appli-
cable a un systeme d'ambes alteres propose soient ceux du systeme
derive d'un systeme independant, et que les valeurs de L et de M
relatives a ce dernier soient 2 et tz, celui-ci donnera lieu a 1 .2 . . . X-2F
systemes d'intercalations differents, applicables au systeme d'ambes
alteres propose, et s'y appliquant tous daps un ordre analogue a celui
du systeme auxiliaire en question .
18 .
Si les ambes de ce systeme auxiliaire sont ceux d'un systeme derive
commun a plusieurs systemes independants, la conclusion precedente se
rapportera a chacun de ces derniers, en y determinant convenablement les
valeurs de L et de M. Or, la valeur de L y sera evidemment la meme,
tandis que la quantite M y possedera, generalement parlant, des valeurs
differentes . On est done conduit a cette autre conclusion
A tout systeme auxiliaire applicable a un systeme d'ambes alteres
propose correspondra un nombre determine de systemes d'intercalations
s'appliquant au systeme propose dans un ordre analogue . Ce nombre
dependra, en chaque cas, de la quantite et de la nature des systemes
independants qui ont les ambes du systeme auxiliaire respectif pour
systeme derive ; it sera = 0, s'il n'existe pas de tels systemes inde-
pendants ; si au contraire, it en existe un ou plusieurs, et que la
quantite L y possede la valeur (commune) A, la quantite M les valeurs
je, s", . . . le memo nombre sera exprime par
rr r n
1 .2 . . . 2, .e'+ 1 .2 . . .
formule qui comprend autant de termes qu'il y a de systemes inde-
pendants qui s'y rapportent .
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Il importe d'ajouter la remarque qu'a deux systemes d'interealations dif-
ferents correspondent des systemes d'intercalations differents . Cola est evi-
dent si les ambes de ces systemes auxiliaires ne sont pas les memos, et
constituent, par consequent, des systemes derives differents . Dans le cas
contraire, les deux systemes auxiliaires, puisqu'on les suppose differents,
le seront quant a l'ordre ; par consequent, tout systeme d'intercalations
correspondant a Fun differena de ceux qui correspondent a l'autre .
Il n'est pas moins aise de voir que tout systeme d'intercalations appli-
cable au systeme d'ambes alteres propose, doit correspondre a un systeme
auxiliaire qui s'y applique . En effet, quel que soit ce systeme d'intercala-
tions, son systeme derive pris dans un ordre analogue au sien, satisfera a
la troisieme condition fondamentale, et sera par consequent un systeme
auxiliaire . Cost done a celui-ci que correspondra le systeme d'intercalations
en question .
Il s'ensuit de ces remarques jointes a la derniere conclusion, quo l'on
obtiendra tous les systemes d'intercalations applicables au systeme d'ambes
alteres propose, en reunissant tons ceux qui correspondent aux differents
systemes auxiliaires applicables au meme systeme d'ambes alteres . Il suffit
done, pour trouver le nombre des premiers, d'executer les operations sui-
vantes
1. .° de designer les systemes derives et les valeurs de L et de M pour
tous les systemes independants que nous avons enumeres ; d'indiquer rela-
tivement a chaque systeme derive different, les systemes independants qui
font en commun, et la valeur de P qui en depend;
2.° de former le tableau de tons les systemes auxiliaires applicables
au systeme d'ambes alteres propose, d'en exclure ceux dont les ambes no
constituent pas de systeme derive, et de designer pour chacun des autres
la valeur de P dependant du systeme derive particulier qui s'y rapporte.
La somme de tous ces hombres sera le nombre cherche .
Ii s'agira done maintenant, pour determiner les quantites [1], [2], . . .,
d'executer ces operations relativement aux differents systemes d'ambes al-
teres ; ce qui n'exige, dans chaque categoric, que la consideration d'un
soul systeme, que nous supposerons partout etre le systeme general (en
a, b, c) .
Annali di Mate,natica, tomo V . 1 3
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19 .
SixiBme partie . -- Determination des quantites [1], [2], . . ., de S, etc .
Premiere operation . - Nous diviserons les systemes derives par cate-
gories, en comprenant dans chacune tous ceux qui se transforment les uns
dans les autres, par suite de certaines permutations des elements 4, 5, 6,
7. En designant gcneralement une telle permutation par AB CD, et en
denotant chaque systLme independant par deux chiffres, le premier ayant
rapport A sa classe, le second au rang qu'il y occupe, on trouvera d'abord
le tableau suivant de tous les systemes derives differents, divises d'apres
leurs categories, avec l'indication des systemes independants auxquels ils
appartiennent, et des valeurs respectives de L et de M :
1 .0
AB AC AD BC BD CD . . . L=1, M=O
45 46 47 56 57 67 . . . I , 1
AB AB AC BC DC DD . . . L=2, M-_0
AB AB AB CD CC DD . . . L=3,
M_-__0
20
45 45 47 57 67 66 . . . II, 1
45 45 46 56 76 77 . . . II , 2
46 46 47 67 57 55 . . . II, 3
46 46 45 65 75 77 . . . II, 4
47 47 46 76 56 55 . . . IT, 5
47 47 45 75 65 66 . . . II, 6
56 56 57 67 47 44 . . . II , 7
56 56 54 64 74 77 . . . IT, 8
57 57 56 76 46 44 . . . II, 9
57 57 54 74 64 66 . . . IT, 10
67 67 65 75 45 44 . . . II, 11
67 67 64 74 54 55 . . . II, 12
3 . 0
45 45 45 67 66 77 . . . III , 1
46 46 46 57 55 77 . . . III , 10
47 47 47 56 55 66 . . . III, 17
56 56 56 47 44 77 . . . III, 22
57 57 57 46 44 66 . . . III, 27
67 67 67 45 44 55 . . . III, 30
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AB AB AC BD CC DD . . . L=2, M=O
VIII (11, 12, 19, 20, 23, 24)	M=O
AB AC AD BB CC DD . . . L .-•
5.°
45 46 47 55 66 77 . . . IV (1, 3) .	 M=0
V (18, 21, 24)	M=l
VI (1, 3, 5, 7, 9, 11)	M=O
VIII (1, 2, 5, 6, 9, 10) M=O
54 56 57 44 66 77 . . . IV (2, 4)	 M=0
V (15, 20, 23) M=1
VI (2, 4, 13, 16, 17, 20)	M=0
VIII (3, 4, 13, 14, 17, 18) M=O
64 65 67 44 55 77 . . . IV (5, 6)	 M=0
V (14, 17, 22) M=1
VI (6, 8, 14, 15, 21, 24)	M=0
VIII (7, 8, 15, 16, 21, 22) M=O
74 75 76 44 55 66 . . . IV (7, 8)	 M=0
V (13, 16, 19) M=1
Vi (10, 12, 18, 19, 22, 23) M=0
141 . °
45 45 46 57 66 77 . . . 111(2,9) . . V, 2
45 45 47 56 77 66 . . . III (4, 7) . . . V, 1
46 46 45 67 55 77 . . . III (6, 16) . . . . V, 4
46 46 47 65 77 55 . . . 111 (12, 14) . . . V, 3
47 47 45 76 55 66 . . . III (3, 21) . . . . V, 6
47 47 46 75 66 55 . . . 111 (11, 18) . . . V, 5
56 56 54 67 44 77 . . . III (8, 26) . . . . V, 8
56 56 57 64 77 44 . . . 111 (15, 25) . . . V, 7
57 57 54 76 44 66 . . . 111 (5, 29) . . . . V, 10
57 57 56 74 66 44 . . . 111 (20,23) . . . V, 9
67 67 64 75 44 55 . . . 111 (13, 28) . . . V, 12
67 67 65 74 55 44 . . . 111 (19, 24) . . . V, 11
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AB CD AA BB CC DD . . L=1
45 67 44 55 66 77 . . . V I
1
25, 28, 33, 34, 37, 421
M=1
43, 48, 51, 52, 57, 60
VII (1, 2)	 M=O
VIII (27, 30, 31, 34)	M=1
IX (1, 2, 3, 4, 21, 22, 23, 24)	M=O
1, 2, 3, 4, 5, 6
• . . . . . . . M-0
(31, 32, 33, 34, 35, 36
46 57 44 66 55 77 . .
.
VI (26, 30, 31, 35, 39, 411
44,48,50,54,55,59)
	
MM=1
VII (3, 4)	 M=0
VIII (26, 28, 33, 35)	M=1
IX (5, 6, 7, 8, 17, 18, 19, 20)	M=O
•
7, 8, 9, 10, 11, 12
M=O
(25, 26, 27, 28, 29, 30	
47 56 44 77 55 66 . . .
VI (27, 29, 32, 36, 38, 40'` , , . M=1
45, 47, 49, 53, 56, 58
VII (5, 6)	 M=O
VIII (25, 29, 32, 36)	M=1
IX (9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) . . . . M=O
•
13, 14, 15, 16, 17, 18
Di- 0
(19, 20, 21, 22, 23, 24 .
Quant aux valeurs de P qu'il faut ajouter A ce tableau, pour completer
la premiere operation, it est aise de reconnaltre qu'elles soot constantes
pour tons les systemes derives appartenant A la m6me categorie . Il suffit
done, en chaque cas, de la calculer pour un seul ; ce qui nous donne
categorie P
1 . AB AC AD BC BD CD 1
2. AB AB AD BD CD CC 2
3. AB AB AB CD CC DD 6
4. AB AB AC BD CC DD 6
5. AB AC AD BB CC DD 20
6. AB CD AA BB CC DD 54
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20.
Si dans Tune ou l'autre des formes generales qui caracterisent les diffe-
rentes categories, on substitue une permutation quelconque de 4567 au
lieu de AB CD (*), le systeme d'ambes resultant, pris dans un ordre con-
venable, sera dans tous les cas un des systemes derives de la categoric
respective que noes venous d'enumerer . Il s'ensuit de cette observation,
qu'il est du reste aise de verifier, que tout systeme auxiliaire que l'on pout
ranger sous une de ces formes generales, en en changeant convenablement
1'ordre, constitue par ses ambes un systeme derive . La valeur do P relative
a un tel systeme auxiliaire, est done cello qui se rapporte a la forme ge-
nerale qui le comprend. Cette conclusion s'etend facilement a tons les sy-
stemes auxiliaires en general, en y comprenant ceux qui ne se rangent
sous aucune des formes generales mentionnees, et dont les ambes, par con-
sequent, ne constituent pas de systeme derive . En effet, on pout concevoir
de tels systemes auxiliaires comme etant compris sous d' autres formes
generales, et 1'on pout dire de celles-ci quo la valeur de P qui s'y rap-
porte est = 0 .
Pour faciliter la recherche do la valeur de P qui convient a un systeme
auxiliaire, nous ferons remarquer que l'on peut reunir en une seule la troi-
sieme et la quatrieme categorie des systemes derives, puisque la valour
de P est dans l'une et l'autre = 6 . Cette reduction faite, les differentes
categories se distingueront les unes des autres par le nombre d'ambes a
elements egaux renfermes dans les formes generales qui les caracterisent .
Or, .en faisant attention que les systemes auxiliaires doivent contenir . trois
fois chacun des elements 4, 5, 6, 7, on se convaincra sans difculte que
tout systeme auxiliaire possedant un ou plusieurs ambes a elements egaux,
se range necessairement sous une des six formes generales mentionnees,
et appartient par consequent a une des categories respectives, savoir a
cello qui possede le meme nombre d'ambes a elements egaux. Quant aux
systemes auxiliaires qui ne contiennent que des ambes a elements inegaux,
ceux qui se composent des six ambes 45, 46, 47, 56, 57, 67, appartiendront
(*) II est superflu d'ajouter que par 1'expressioa a substituer une permutation A une
autre , noes entendons qu'A chaque element de la seconde soit substitud 1'eldment de
m6me rang de la premiere .
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evidemment a la forme generale AB, AC, AD, BC, BD, CD, c'est-a-dire,
a la premiere categorie, tandis que les autres n'appartiennent a aucune et
sont par consequent les souls dont les ambes ne constituent pas de systeme
derive. D'apres cola, it nous sera tres facile de determiner la valeur do P
relative a un systeme auxiliaire quelconque . II n'y a, en effet, qu'a proceder
d'aprks les indications du tableau qui suit
21.
Seconde operation . Pour designer un systeme auxiliaire a1fl1,
aAl"
.
applicable a un systeme d' ambes alteres general a1 b1 , a2 b 2 , . . . et tenir
compte en meme temps de l'ordre daus lequel it s'y applique, nous fero ns
usage de la notation suivante
a, b, a 2 b2 a3 b3 a 5 b 5 aE b6
a1/13,
a2(32 a393
104
a,?3, a.
,86
en placant les uns sous les autres les ambes correspondants , et en en
faisant do memo do leurs elements contigus .
Les systemes auxiliaires ne devant satisfaire qu'a la troisieme condition
fondamentale, it est necessaire et it suit a lour egard, que chacun des
elements 4, 5, 6, '7 se trouve une fois en contact avee chacun des elements
1, 2, 3 ou a, b, c; c'est-a-dire, d'apres notre notation, que chacun des
premiers se trouve une fois sous chacun des seconds ; ce qui est genera-
lement possible, puisque tous les systemes d'ambes alteres generaux con-
tiennent quatre fois chacun des elements a, b, c . Si done on denote par
a /';•
~, a1 X 9171 S1
et
a2f62Y2 02
des permutations quelconques de 4 5 67, et
Cas P
Point d'ambes a 1. moins de six ambes differents . . . . 0
elements egaux . 2. six ambes differents	 1
3. un ambe a elements egaux	 2
4. deux ambes a elements egaux . . . . 6
5. trois ambes a elements egaux . . . . 20
6. quatre ambes a elements egaux . . . 54
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que l' on en assigne la premiere aux a, la seconde aux b, la troisieme aux
c, tout systeme auxiliaire applicable & un systeme d'ambes alteres general
sera exprime, selon le cas, par Fun ou l'autre des systemes generaux que
voici
as as bb bb cc cc
a13
7 6 a1 P 1 71 6 1 a 213 2 72 62
as as bb cc be be
2
.136
' 8
a
7 a1 01 a2`- 2 71721 62
as as be be be be
a/
76
(41a2
1-0) 1 2 7172 6 1 8 2
as bb cc ah ac be
3.
4.
15 .
6 .
1 .
a /"
a
1131
a
2/3 2 771
d
%2 81 6 2
as bb ac ac be be
a13
a1/
0
' 1 7' a2 a `' 2 7172
61 62
as ab ac be be be
a,8
7a1
6a2
/0, 1/-" 2 7172 61 62
ab ab ac ac be be
a al
1
_ `_ ,
7 a2 613 2 7172 81 8 2'
De ces systemes generaux so deduiront done les tableaux complets des
systemes auxiliaires, si l'on y substitue successivement toutes les permu-
tations de 4567, taut au lieu de a(3y8, qu'au lieu de a 1 /3 1 7 1 8 1 et de
a2(-27282 ;
d'ouh resulteront en chaque cas 24 .24 .24 combinaisons de per-
mutations, et autant de systemes auxiliaires differents les uns des autres .
Au lieu de proceder de cette maniere, on pent aussi sabstituer d'abord
toutes les permutations do a(378 A
alr_17181
et
a2/327282
; d'ou resulteront
en chaque cas 24 .24 systemes auxiliaires en a, ,3, 7, 8, dans lesquels it
s'agirait, en second lieu, do remplacer
a/3)/8
par toutes les permutations
de 4567. Mais it est evident que les 24 systemes auxiliaires qui se dedui-
sent de Pun quelconque de ces systemes en a, 9, y, 8, soot tous compriv
sous la meme forme generale, savoir sous celle qui comprend cc systeme
lui-meme. La valeur de P y sera done constante, d'ou 1'on conclut que Pon
satisfera A la seconde operation en ne formant, en chaque cas, que le tableau
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des systemes auxiliaires en a, 8, y, 8, et en multipliant par 24 le nombre
qui en resulte, savoir la somme de tous les P qui s'y rapportent . Cc procede
s'applique indifferemment a tons les systemes auxiliaires generaux ; chacun
admet en outre un procede particulier servant A reduire encore plus le
nombre de systemes auxiliaires A considerer . Cost cc qui resultera de la
discussion speciale des differents cas que nous faisons suivre .
22 .
1
as as bb bb cc cc
a# 2'8 4
1
9
1 2'11 a2/92 7s 8 2 .
Dans cc cas on pout eviter tout- •fait la formation du tableau . En effet,
puisque toes les ambes a16,
2' 8 ,
a1/91 , 2'101,
a2
lo
2,
2'2 o2
soot A elements
inegaux, it suffit de considerer les systemes auxiliaires, dans lesquels ces
ambes soot en meme temps differents les uns des autres, et sont par con-
sequent a/3, ay, a8, (32', /98, y8. Cola etant le cas, les ambes a,/1,
V, 8 1 ,
x 2 13 2 , 2'282 s'accorderont avec ay, a8, 82', (38 ; par consequent, les ambes
qui se rapportent aux deux bb seront ou ay et 88, ou 0 et fly, tandis
qu'aux deux cc se rapporteront dans le premier cas a8 et ,a y , dans le se-
cond ay et ('8 . Quant aux ambes qui se rapportent aux deux bb, it est
evidemment permis de lee permuter entre eux ; de plus, chacun de ces
ambes est admissible dans -an sons ou dans l'autre; it y a done 2 .2 .2-8
manieres differentes de les rapporter aux deux bb, et it y en a evidemment
autant de rapporter aux deux cc les deux autres des quatre ambes ay,
a8, (32', f98 . On conclut de is que dans chacun des deux cas les systemes
auxiliaires en a
)
/, y, 8, que nous avons A considerer, sont au nombre de
8 .8=64. Le nombre total de ces systemes sera done 2 .64=128. Pour cc
qui est enfin des valeurs de P relatives 4 ces systemes, elles y seront con-
stantes, savoir -1 ; le nombre resultant du tableau en a, /9, 2', 8 sera done
dans le cas actuel =128, et Pon aura
[1] =24-128 - 3072.
as as bb
	
cc be be
a13 y 6 a,,8,
a2`
8
2 7172 6 162 -
Le rang des elements a, ,3, y, S etant fixe suivant' l'ordre
a/7&,
soient
a11t1311711Sr1
et
ar2~312712S12
deux permutations quelconques de a/(3yS, mail
telles que
all
soit inferieur en rang
A 81,
yrl
inferieur A drl , et ar2 inf-
rieur tL
18'12. Cela admis, le systeme general que nous avons en vue, se
decomposera en huit autres, savoir en
as as bb cc be be
2.
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a,3 7 6
a/i yS
a13
y8
a# y S
a# ya
a/3
y8
a,3' ya
a/3 73
a'
1P'1 ar /Ir
7'1
r
2
Sr Sr
2 2 7 1 2
ar
1
/r
1
ar
2
/r
2
61
1 7
r
2
7 r 6r
Q 1 2
atl #,l /312 ar 2 7Q r l 7r2
Or1 612
all
/311
N 1 2 ar2
Or1
7l 2 71,
Sl2
18r
1
ar
1
ar
2
,6r
2
r
1
r
2
6r
1
Sr
7 7 2
/9r
1
ar a
r
/r
S' r'2
r
1 2 2 171
Sr
2
i3'1 a
r
1
Pr
2
ar
2
r r
Sr Sr
7172 1. 2
~r
1
ar
Tr
2
ar
2
Sr
17
r
2 7r
Sr
1 1 2
dans chacun desquels les permutations
all/61,71,y1
et
ar2/I12712
S r2 devront
titre remplacees successivement par toutes lours valeurs, c'est-A-dire, par
toutes les permutations de a/7S, compatibles avec les restrictions etablies ;
valeurs qui soot
On pout ici remarquer que la permutation
a12/312S12712
a les memes va-
leurs que ar2
/12712
S'2 ; it est donc permis de permuter entre eux 712 et St.,
ce quo nous ferons dans chacun des huit systemes ou
711
et 6 1 , ont change
de place; par suite de quoi tons ces syst8mes se trouveront composes des
Annati di Mate.natica, tomo V. 14
all1 ,81 art 12712 S12
a,Oy6
a/yc
/7aS
a7,'S aISy '67&a
a S,(37 ay/S
,3M7
13yaa
ayS/ /3'Sya
~3Say aS,3y
ySaI3
ySa~'
a67,33
7S,l3a
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memes ambes. On en conclut que les systemes auxiliaires en a, fl, y, $,
qui so deduisent de deux quelconques des huit systemes, sont respective-
ment compris sous les memes formes generales . La quantite P y presentera
par consequent la meme suite de valeurs, ce qui nous permet de ne former
que le tableau deduit d'un soul, p . e. du premier, sauf a multiplier par 8
le nombre qui en resulte . Par la, le nombre des systemes en a, 13, y, S
que nous avons a considerer, so trouve reduit de 24 .24 a 6 .12 ; reduction
que 1'on poussera encore plus loin, si l'on a recours aux considerations
suivantes
En fixant les valeurs des ambes a1
i"1
et a2
N2,
et en admettant de plus
que
y1
soit inferieur a 8 1 , on determine en meme temps deux systemes
auxiliaires en a, j3, y, 8 qui sont, en se servant de la notation generale
as as bb cc be be
a #
7,8
a1 /3 a2 /32 7172 p"1
82
a9 y8
a1~"1 a2/ 2 71 8 2 8172
et que nous designerons en consequence par
(a11&1,
a2
9
2 ) ; le premier ambe
Rant suppose correspondre a bb, le second a cc. Si les ambes a,/3, et
a232
sont bien ordonnes, c'est-a-dire, si les elements inferieurs y occupent
le premier rang, les
system"
(a 1 /31 , a 2(3 2) appartiendront au tableau qui
se deduit du premier des huit systemes generaux enumeres ci-dessus . Ce
tableau se partage par consequent, en 36 groupes qui resultent de
(a1481,
a2p 2) en y mettant successivement a(3, ay, a8, 137, ,G'8, y e taut a la place
de a 1 /31 qu'a celle do
a2j32
.
Si dans un de ces groupes on remplace af3y8 par une quelconque de
ses permutations, it se transformera en deux autres systemes respectivement
compris sons les memes formes generales . Or, les ambes a/3 et 16 ne chan-
geront que d'ordre, si l'on y permute soit a et ,3, soit y et 8, soit que 1'on
y permute simultanement a et T, 0 et 8. Si done on admet que la permu-
tation substituee a a g;16 soit le resultat d'un ou de plusieurs de ces chan-
gements, et qu'elle transforme
a1 r' 1
7181 et
a2 /32
72
8 2 respectivement en
aft,
P 1 7"" yr1 et
ant
tC"
27PI 2 8"2,
les deux systemes transformes se compose-
ront, abstraction faite do l'ordre, des ambes
et
aj3 y8
a/3 y8
,r 81 611
a1,1
lJ /
~
/l 1 a11 2 p 2
7111,
.2 1 2
a fr19'n1 an t ll ' 7`1 6"2 v,/1 ,,,
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qui, comme on le voit, sont en meme temps ceux qui constituent le groupe
de systemes at/213f/2),
ce qui ne cessera pas d'avoir lieu, si Yon
6crit les ambes afl 1 #I'1 et af!2 13" de maniere qu'ils soient bien ordonn6s.
Dans ce cas le groupe (all, 9111 , aPF 2 (3~f E ) appartiendra, ainsi que (a1/1 , a2/2),
au tableau deduit du premier des huit systemes, et it sera permis dans la
recherche qui nous occupe, de remplacer Pun par l'autre ; les systemes
qui les composent, etant respectivement compris sous les memes formes
generales. Or, en examinant sous ce point de vue les 36 groupes qui
viennent ici en question, on trouve le tableau suivant, dans lequel les sub-
stitutions se rapportent au premier groupe de chaque ligne
II suffit done de prendre
it est de plus aise de voir que les systemes formant les groupes (a/9f ay)
et (ay, a#) se composent respectivement des memes ambes ; on peut done
remplacer le second groupe par le premier ; par suite de quoi le tableau qui
se deduit du premier des huit syst8mes generaux prendra la forms
a et y,# et 3
a et /' y et 6
a et /3,
7 et 6
seuls a et 16 y et 8
aet A
V et d
(a/>',
UP) (7 8 ,2')
(a/,
a7) (a/3, /37)
(a/3, a6) (a/3, (36)
(2/ 8 , ay) (y d, lay) (7 8 , a 8)
(y a, /36)
(a#,
(a y,
y 8)
ai')
(13y, a(3)
(a6, a/') (/93, a/)
(y 8 , a/)
(a y, 7 6 )
(a8, 7 6)('87, 76)
(a
7 , ay) (1
37', 13)1)
(a8, a6)
(136,
fl 6)
(a y, a S)
(137, /36)
(a 8, ay)
(/38, lay) (a y, 13x) (fly-, ay)
(a3, 38)
(/38, a 8)
(ar, C6)
(fly,
a 6) (a 6, /y)
2 fois le groupe (a/3, a/) 4 fois le groupe (ay, ay)
8 > > (a13, ay) 8 » » (a y, a3)
2 > » (a/, yd) 4 > >
(ay, 9 6) ;
8 » » (a y, a/3)
le nombre qui en resulte est done
2 .6+16 .2+4 .6+8 .3±4 .1=96 ;
par consequent le nombre qui resulte du tableau complet en a,
est =8 .96=768, et 1'on trouve
[2]-z-24-768=18432 .
24 .
3.
as as be
	
be be be
a/3 78 a1 a2
8,92 7172
61 8 2
De ce systeme general se deduisent 24 systemes auxiliaires en a, /j, y, S,
si l'on y substitue successivement toutes les permutations de aiy6 au
lieu de a2 /92 7s 8 2 , tandis que
a,/17,a,
conserve la meme valour, soit
a~1
~~1
Y~1 a~1
•
Les elements a~1,
8f , , 7 l1, 611,
n'etant autres, A l'ordre pres,
que a, /3, y, 6, i1 en sera de memo des systemes d'ambes a'1 a 2 , /311 (32 ,
Y'172,
8'1
3 .
et aaf
2 , /3 P'2' 77f2,
331 2 , si 1'on designe par af t celui des elements
a2 , / 2 , 72 , 8 2 qui daps le premier syst6me se trouve combine avec a, par
Pf4 celui qui s'y trouve combine avec /3, et ainsi de suite . 11 s'ensuit de
1A quo les 24 syst8mes auxiliaires en a, Q, y, 8 desquels nous venons do
parler se composent respectivement des memes amber, que les systemes
d'ambes quo Pon deduit de
a/8,
78, aarq ,
99%,
77'2' 88',
9) 'YI 8
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as as bb cc -be be cas P
a/3 y8 a/3 a/3 yy SS 4 6 a/3 y8 ay ay /3/3 66 4 6
2
X (a,13 yS a# a/3 y5 yS 1 0
4X
a/ 76 ay ay #a 6/3 1 0
a~G a/3 ay 88yS y,G 3 2 ay a8 /3/G ayyS 3 2
6
X
8
Iai
X
a/3 yS a/3 ay yS d/3 1 0 a,1i 73
aY
aS
l y
~, /3 2 1
a,6 y8 a/ ),a ya 6,3 1 0
a/3 y8 ay /38 6a Sy 1 0
2X ia/3 y8 a/3 y8 y/3 8a 1 0
4
X
j
ai 73 ay /8 /Gy 6a 1
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en y remplacant al2
r2y
f
2
8f2 par toutes les permutations de a,(3y8. Or, cog
derniers systemes ne varient pas, quelle que soit la permutation af2
/ 2
y12 8f2 ;
ils ne varieront done non plus, quelle que soit la permutation a', 9117'1
8'1
de laquelle la premiere depend. On en conclut que les 24 systemes auxi-
liaires en a, 13, y, 8 relatifs a une valeur quelconque de a1 P17131 se com-
posent respectivement des memes ambes que ceux qui se rapportent a
toute autre ; a plus forte raison, les uns seront respectivement compris sous
les memes formes generales que les autres . Il suffit, par consequent, de
former le tableau do ceux qui se rapportent a une scule valeur de aA/
1
8 1 ,
p. e. A a,13y8, et de multiplier par 24 le nombre qui en resulte . Ce tableau
Rant
as as be be be be
a,i 76 ay 6a y/ 88
a/ y8 a y ,Ga 7,8 8,3
a,6 73 a7 // ya 88
a/3 78 ay ,6,673 8a
a # y8 ay ,68 ya 8/3
a,6 y8 ay ,C8 y/ 8a
a# y8 a8 ,6a y,(3 8y
a,G 78 a8 ,9a yy 8,G
afl 78 a8 ,G,G ya 8 y
a,6 y8 a8 /33yy 8a
a/3 y8 a8 fly ya 6,6
a,G y8a8fy 7,138a
le nombre qui en resulte sera =108 ; celui qui resulte du tableau complet
en a, 8, y, 8 sera done =24-108, et l'on aura
[3] = 24 .24 .108 = 62208 .
as as be be be be cas P
a/ y8 as /3,G yy 88 6 54
a# y8 as ,G/ y8 67 4 6
a,G y8 as f y y/ 88 4 6
a,(3 73 as ,Gy y8 6,6 3 2
a,13 7,6 as ,G8 y,G 8y 3 2
a/iy8aa#8778,3 4 6
a(3 y8 a# 6a yy 68 4 6
a,i y8 a,(3 6a y8 8y 1 0
a/3 y8 a/ #y ya 88 3 2
a# 73 a,G f y 73 8a 1 0
a# y8 afl /8 ya ay 1 0
a/i y8 a,G ,G8 yy 8a 3 2
cas P
3 2
1 0
4 6
3 2
1 0
2 1
1 0
3 2
3 2
4 6
2 1
1 0
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as bb cc ab ac be
a,8
a11C1 as/i2 771 872
8 1 8 2
Ce systeme general se decompose en quatre autres, savoir en
as bb cc ab ac be
a,8
a'1,6/,
a'2
/3 2 y y',
8
7/2
8'1 6'2
a j6 a'1
/3 '1 /i/2 a'2 771
6
7/2
6'1 6'2
a/i
fil
l
a'1
a f 2/ 2 7Yl 1 7, 2 S ,1
8'2
a /G j611
a '1 3,2 a'2 77'1 67 2 U/1
8'2
o'a a'1 ,6s 7'1 8' et a'2,61,
7/2
8' 2 sont des permutations quelconques de a P73,
mais telles quo a' 1 soit inferieur a ,(3/1 , a'2 inferieur a X3'2 . Ces systemes
etant composes des memes ambes, on conclut, comme dans le second cas
(art, 23), qu'il suffit d'un soul, p . e. du premier, pour former le tableau
a, 13; y, 8, sauf a multiplier par 4 le nombre qui en resulte .
En fixant les valeurs des ambes a
.91
et a2 ,3 2 , on determine en meme
temps quatre systemes auxiliaires en a, /', y, 8, qui soot
as bb cc ab ac be
a/6
a1`'1 a2`_2 771 672
6 1 6 2
are' a 1 ,a1 a2#2 771 882 8172
a/
a1` - 1 a2/3 2 781 872 71 6 2
a,G
a 1 1- 1 a2/32 Y 6 1 662 7172
et que noun designerons par
(M
1 13.,
a2l'"2) .
Si 1'on permute ici reciproque •
ment soit a et /3, soit y et 8, et que les ambes a1 /1 et a 2 /32 se transforment
dans le premier cas en a'' 1 ,6'' 1
et a'12 P"2 , dans le second en
a"",/3111l
et
a"'2 ,(3"'2 , on sera autorise a remplacer par (a, fl,
,
a2'6,)
tant (a"1 f3/' 1 ,
a//29112) que (a"'2 /3"'2 , groupe qu'il ne faut pas confondre avee
(a'"1 /3"'1 , a"' 2 (3"'2 ) . Ces propositions se demontrent a l'aide de raisonne-
ments deja employes, et que 1'on suppleera aisement . Nous ajouterons qu'il
est permis d'ecrire les ambes a
1
,G'1
1 a2 /321
a'/
1
(3"
1
, a"
2
(3"
z 1
at//,
filf', ~
a"'2 #"'2 de maniere qu'ils soient bien ordonnes ; par suite de quoi les grou-
pes (a1 i61' a2 !a2)' (a"1 /i// 1 , a'12 P"2)1
(a /// 2 R///2
1
amt
/'//P1)
appartiendront
ce qui nous conduit au tableau
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tour les - trois au tableau qui se d6duit du premier des quatre systbmes
generaux. Il s'ensuit de lb. que les groupes desquels ce tableau est com-
pose, se presenteront dans l'ordre suivant, si 1'on place sur la meme ligne
ceux que 1'on pout remplacer entre eux :
D'apres cola,
I fois
it suffit de
Ie groupe
prendre
(a~C3, afl) 2 fois le groupe (ay, 68)
4 » n (a/3, ay) 4 r >) (ay,
7 3)
4 ) » (a,(3, a 8) 2 n » (
(x
8, ay)
2
n
(a/, 7 6)
2 » n (a 8, 67)
4 » ) (ay, ay) 4 n a (a8, y8)
2 A » (ay, a 8) 1 (y a, 7 8)
4 ) »
(ay, .8y)
a et /3 yet6
a et 6,
yet 8
(a/, a/)
(a #, a y)
(a#, a3)
(a#, 13y)
(cc /, 96)
(a8, a#)
(a y, a/$)
(,8
a, aR)
(fly , a1)
(a/3, 7 3) (yap a/3)
(a y, a
y) (/3 y, /3y)
(a d, a 8)
(/38,
163)
(ay, aa)
(a y, fly)
(fly, /a)
(fly!
a y)
(j63, a 8) (a 8, 68)
(ay, '83) (/3y, a 8)
(a y, ya) (.6 y, ya) (y a,
a8) (y 8, /38)
(a 8,
ay) (P3,
167)
(a8, 16
y)
(KGB, ay)
(a8, y 8)
(9 3 , 7 3 )
(y 3, a y)
(7 8 , i9y)
(y a, 7 8)
112 R
as bb cc ab ac be
a/3 ay yy e/i 68
a/(3 a /G a/i yy ey 88
'
X
a,Ci a/3 a/G yy 66 8y
a/3 a/i a/(3 y8 8y 73
a/i a,li d,6 y8 88 yy
a/3
4x
a/i a,G ay yy 88 8/G
a /G a/3 ay y8 8/i y8
a,6 a,6 ay ;/3 66 7,,6
a/ia/Ga6yy6/38y
4 X
a/G a/i a6 yy 67 6,8
a/i a/i a8 y8 8/i yy
a/G a/i 0 y8 8y y,6
a/3 a/6 ye yy ea 613
2
X
a/6 a`G 2'8 yy 6,G 8a
a/i a/i y8 y8 Sa y/i
a,G a,(3 78 y8 8/3 ya
a/6 ay ay y/6 e/3 66
a/6
4
X a/G ay ay y6 8/G ,68
a/G ay ay y8 86 /G/3
a/' ay 0 y,8- 6/3 6y
2
X
a#
ay a y/3 by 6/i
aj6 ay a6 V3 6j6 /iy
a /6 ay a8 y8 8y 8,8
a# a;/ 6y y9 6a 86
4
a# ay 16y y/3 86 6a
X
ai ay
6
y y8 8a 66
a/' ay.fyy866/3a
duquel resulte le nombre
1 .18+4.14+4 .6+2 .4+4 .10+2 .5+4.7+2 .3+4 .4
+2 . 25±2 .10 +4 .9±4 .4=316,
et par suite
ay a;' 7/3 86 6/3
Sur le jeu du domino,
as bb cc ab ac becas P
[4] =24 .4 .316=30336 .
a,13 ay /G8 y/3 8a 8y
2
X
a,
6
ay ,68 y/' 8y 8a
a/G ay /38 y8 8a /3y
a(3 ay /38 y8 8y /3a
a,Gay y6y/i8a8/3
4 X a/i
ay
r8 ;/3 6/i 6a
a/i ay y8 y8 6a
16
/3
a/i ay y8 y8 68 /aa
a/i a8 ay y/i 6,8 y8
2X a,G a6 ay y /G 88 y/3
a /3 a6 ayyy8/i/38
a# a6 ay ;/,v M P,6
a/ a8 j6y y/' 8a ye
2x
a/3 a6 (3y 7,6 66 ya
a,Ga6/3yyy6a/38
a/i0 /6yyy66/ia
a/i a6 y8
;'ri 8a
;'/3
4X
a/i a6 y6 y/3 8/3 ya
a/i a6 7,8 yy 6a /3/i
a/i a8 y8 yy 6/3 fia
a/i y8 y8 ya 8a ,6/3
1 X a/i 73 y8 ya 8/3 [3a
a/i y8 y8 y/i 6a a/3
a/ y8 y8 y(3 6/i as
cas P
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26 .
5
aas
	
bb ac ac be be
a/
a1/"1 7a2 '`_2 Y172 61 62
Nous substituerons a ce systeme general le suivant
as bb ac ac be be
a1 /31 a2 f" 2 71'7' 61'_ 727
6
2
6
qui remplit evidemment le meme but, et qui se decompose en quatre autres,
savoir en
as bb ac ac be be
a1
2 /i'
,/2
7
"
1 a
/ /2 a/2
Y'1 a
Na12 t /2 Y'1 a'
'6' 2 a/2 Y1 a
c'116 Y
l
2Y 6
/ 2
6
'
',/2
/ /1/j
Y 6 2 6
d'1f Y'2 Y
a/
2
b
6'1 17'2 ;/ 6' 26
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oill a/1
N/1 Y1 a'1
et
(X '2 18'1 ;/l a'2
sont des permutations quelconques de a fly 6,
dans lesquelles
a'1
est inferieur a 0 1
1 ,
a!2
inferieur A, 6/2 . Ces systemes etant
composes des memes ambes, it suffit de former le tableau en a, f3, Y, 6,
qui se deduit du premier, et de multiplier par 4 le nombre qui en resulte .
En designant generalement par (a l (31 ,
a2 P
2) les systemes en a, ,13, Y, U,
dans lesquels les ambes a 1 f31 et
a2fl2
ont respectivement les memes valeurs,
savoir
as bb ac ac be be
a1181 a2/32
71a
1'1f"
a
2Y 92 0
a1#1 a2`'2 a1 C' 1"1( - /'2Y
a 2 d
a,
1/1 a2`_2
(3 1 C'
a l 18 a27 `_26S
a1 /31 a2 /32 ,8 1 a
ajJ
r827 a2
5
on constatera facilement les propositions suivantes
1.0 En permutant soit a et 8, soit Y et 8, et en admettant que par
suite d'un de ces changements on de tous les deux, les ambes a,#, et
a2 #2
se transforment en
all,
(3!/1 et a//2
'12,
it est permis de remplacer Fun par
l'autre les groupes (a,,6,, a.13,) et (a
"1 a'/ 2 fln2) .
Annali di Matematica, tomo V . 15
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2.° Si, en permutant simultanement a et y,
/3
et S, les amber
al /3 1
et a 2 /3 2 se transforment en et a/1/2
!J»f2,
it est permis de remplacer
Pun par l'autre les groupes (a 1 /31,
a282)
et
a'l ` -//, 1) .
Les ambes
a1/3i,
a2/32, a'
fl1" // 1 ,
a
112911 21
a~~~1l
311 ,
a"c
201112'
etant bien
ordonnes, le groupe (a,/),, a2 8,) ainsi que les groupes transforms appar-
tiendront au tableau qui se deduit du premier des quatre systemes gene-
rau; et les groupes desquels ce tableau est compose se presenteront dans
l'ordre suivant, indiquant ceux que l'on peut remplacer les uns par les
autres
(7 8,
a13)
11 suffit done de prendre
par consequent, le tableau A former est celui-ci
a et y,~ et(3
a et [3 V et 6
a et /3,
y et
souls a et /3 y et a
a et P,
y et 6
(CA G'.')
(y (3 , y (3)
(a,8,
ay) (a/3, iy)
(a9, a8) (a/, P6)
(ay,
y a)
(/3^r, ys) (a 8, y8)
(/3b
, y (3 )
(a/3 , yS)
(ay,
aS) (fly, a/3) (a(3, a;3) ( i9(, al')
(y8 , ay) (ya, (3y) (ra,
a(3)
(ya, /'b)
(ay, ay)
(ad, a(3)
(9(3, 1S)
(ay, a3)
(/3Y , 66 )
(a(3, ay)
(/35, /3y)
((3y,
a ;y)
(a7,
t3Y)
au)
(a S, /'d )
(ay, /"a)
(~3y, a6)
(a 8 , ('y) ( (3 , a/)
2 fois le groupe (a/3, a#) 4 fois le groupe (ay, ay)
8 » » (a,9, a y) 8 » >> (a ;/, a6)
1 » » (ai3,
y a)
4 » » (a y, (3 a)
8 » » (a y, at3) 1 » » (yb, a,C3)
as bb ac ac be be
/3a,
ay
et it vient
a/9 ya o/3 ;,7 66
•
	
a/ ya °/3
°^l
76
• a ,6 oa,7
/3 YY
66
• a ,6 u,a7 ,6 b'
Y6
ay y~; 6,6 /9y 66
• a7 ya 6[3 67/c5
• ay oa 7,6 °y fib
c.t: yo ya 6P ay /jo
1
a(3 yo ya o/3 /Gy ac'
X
a/ y6 6a y/ a7 66
Yo
Ja
"/,6
fly ao
ay a(3 /'a 6fl 72'
ay a~3 Pa &O
`-y
7,3
8 X
ay a~ 6a /i 3
2'?'
66
a?g c5a ~(3 67
YS
6 .
Reins: Stir le jeti du domino .
as
cas
le hombre qui en resulte est
P
done =
27.
ab ac b be be
ay ay /3ad/3/$'
4X ay ay 'f3a 6?6 ay 'e
o
a y a y 6a
/9/i/
"/ 60
a; aycSa/9/i
2'/
iaya~ (Gab/3/3yyd
8
ay acs /9a 6,8 7Y ?66
X ay ad ba
/9/3 /3y Yo
ay csc5a/3/9 yy ga
a,7 66 6c, ('),6 ay Y6
4
al
^ 'S /-3a 0~3 •yy ao
X
ay
/36
6 a /'/3 ay ya
ay
/6
c?a /3/i yy ae
yc
a(3 as
/'/3 YY S~
y6 a/3 aa #/j' by
Yo ai ('a a/' YY 66
yo a/' /Ja a13 oy
Yo
1X
as bb ac ac be be cas
2 .12±8 5+1 .2+8 .28+4 .40 •+ 8 .41+4 .10+1 .66=524,
[5] =24 .4 .524=50304 .
7a i 6
a2 1`
•1 /2 Y1 Y2 6 1 3 2
P
115
De ce systeme general so dd3uisent sixx systbmes auxiliaires en a, (3, y , a,
si l'on fixe les valeurs do a 1 et de a2 , et qu'on donne successivement toutes
ses valeurs a la permutation
I"2Y262,
tandisque la permutation
1Y1o1
reste
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la m6me. Or, it serait facile de demontrer (comparez le cas analogue, art . 24),
que ces systemes, ordonnes convenablement, ne cesseront pas d'etre com-
poses des memos ambes, si l'on remplace 13, yl 8 par une quelconque de
ses permutations . On conclut de la sans difculte la proposition suivante
En designant par (a,, a2) les six systemes auxiliaires mentionnes,
relatifs a une valeur determinee de
/1'"/'16.,
valeur que nous suppose-
rons We telle que son premier element soit inferieur au second, le
second inferieur au troisieme, it suffit d'employer a la formation du
tableau en a, 0, y, b les seize groupes qui so deduisent de (a 1 , a2 )
en y substituant successivement a, (3, y, 6, tant au lieu de a 1 que de
a2 ; sauf a multiplier par 6 le nombre resultant de ce tableau .
Jl n'est pas moins aise de constater cette autre proposition
En permutant soit a et (3, soit y et 6, et en admettant que al et a 2
se transforment dans le premier cas en al l et ale , dans le second en
a'"1 et a"2 , it est permis de remplacer par (a 1 , a2 ) Pun et l'autre des
groupes (at
17
at
e
) et (a«2, at/,) .
En examinant sous ce point de vue les seize groupes que nous avons
a considerer, ils se rangeront dans 1'ordre suivant
a et 6 yet8
(a, a)
(a , /5)
(a , Y)
(a, 8 )
(Y, 7)
(Y, 8)
(S, Y)
11 suffit done de prendre
2 fois le groupe (a, a) 2 fois le groupe (y, y)
2 » » (a, (3) 1 >)
(Y, a)
4 » »
(a, Y)
1 » » (6,
Y)
4. » » (a, d)
a et 43
y et d
et 1'on trouve
R e i s s : Sur le jeu du domino .
On se convaincra de plus sans peine qu'en permutant 13 et y dans les syst6mes
(a, y), ils se transformeront en d'autres respectivement composes des m6mes
ambes que les systemes (a, 13) ; on est done autorise a remplacer le premier
groupe par le dernier ; par consequent, le tableau en question prendra la
forme suivante
le nombre qui en resulte est done
[61-24 .6 .548 -78912 .
as a b ac be be be
a/i?77 8 7'
a13 yy 8y
x1
; yy 8y
2 X 10 yy
67
a3 yY 67
ar3
yy 87
a13 7' ~',
a/' yy 88
xL yy 88
1 X xf~
2'y 88
a, yy 88
a13 yy 88
a(' y8 8y
a/3 y8 87
an 73 67
1x
a/y887
a(3 y8 y
a/3 y8 87
as /3/3 88
as 58 813
a13 flu 68
a/i ('8 6a
a8/a813
a8 (3/i 8a
as
I)/3
67
as ,9y 813
ail 1'a 87
a,r' /3 y 8a
ay /'a 813
ay /313 8a
as j913 2 ,8
as 138 y23
a,i? /3a 16
a/3 ,38 ya
a813a y8
a8 5/9 ya
2 .28-1-6 .11+4 .38+2 .76±1 .112+1 . 90=548,
cas
117
Pas ab ac be be be cas P
a/9 ;/a 8a #j3 yY 88 5 20
ya 8a /9 3 y8 8y 3 2
2x
a~ ya 8a ,G y -y13 68 3 2
a/J, ya 8a
1'y 76 8/3'
2 1
a/ 2/a 8a 136 y,9 67 2 1
ali'
ya
6a/98 77 813 3 2
ja#
ya
613 (3ayy88 4 6
a13 7a e,6 /9a ye 671 1 0
ya
813 6y ya 88 3 2
6x
~/3 ya 8,6'
/'y y8
60r,
2 1
ah ya8,G68ya6y 1 0
a/-3) 7a813/ 77 6 a 3 2
a(3 ya 88 f3a y/ 6, 3 2
aCya 88pa yy 813 4 6
up) ya
88
1313 ya 8y 4 6
4 x
x/, VU
M 6,03 77 6a 5 20
a3 ya 88 197 ya 8/3 3 2
a(3 VU e6 fly 713 8a 3 2
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7.
28 .
ab ab ac ac be be
aa
1
##1
/y a 2 6/2 Yly2 ~I 6 2
En admettant
y/1,
inferieur a S/ 1 , ce systeme general se decompose en
deux autres, savoir en
ab ab ac ac be be
aa1
90) , y a2 k` 2 2/172 " / 1 `2
aal
y a 2 s~'2 6/10 2 Y / 1 2
dont le second comprendra les memos ambes quo le premier, si 1'on y per-
mute
y2
et
621
ce qu'il est evidemment permis de faire . Nous nous bor-
nerons, en consequence, a former le tableau en a, 1S, y, O, qui so deduit
du premier de ces deux systemes, et a multiplier par 2 le nombre qui en
resulte. A ce tableau appartiendront les huits systemes
ab ab ac ac be be
aa1
1 7 a 2 v / 2 7, 1 72 " /1 6 2
aa1
y a 2 7 1 1 6 2 6 f l 7p 2
a a1
)~ 1 2 ' 2 ~ a 2 /172 ~ / 1 0 2
aa1
131' 11 7/)2
(5a2
y/1 "2 '"p/ 1 Yp 2
a131 13a1
7a2 ~
1
2 7 '172 O/1 a 2
a/J1
Nat
7
a2 "1"2 Yl 1 6 2 6 1 72
a /')I)1
N
/,
a1 Y-'2 (a2
/
6'172
1 2
all 1 13x1
~'ln2
(1 a2 I
/ 1 ~2
si l'on fixe les valeurs de a1 et de
1)1,
ainsi quo de a 2 et de X3 2 . It sont
de plus les souls qui so rapportent a ces valeurs fixes ; nous les designerons
done par (a11'1,
(X
292) 2
notation dans laquelle ii est permis de permuter
soit a1 et
N1,
soit a 2 et
P2 ;
puisque par la les huit systemes ne changeront
quo d'ordre .
En admettant quo les ambes
a"1
/9//1
et a// 2 (3'/ 2 , ainsi quo a
/// 1 N/'/1
et
a///2
P"
///2 aient ici la memo signification quo dans fart . 26, c'est-a-dire ,
qu'ils resultent de a,fl, et
a2 02
par suite des memos substitutions, on se
convaincra sans difficulte quo dans le cas actuel comme dans le cas
cite,
ce qui nous conduit au tableau suivant
12
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on est autocise a remplacer par (a,,13,, a2 /9 2 ) Pun et l'autre des groupes
(all, 8",, a"2 /'t~ 2 ) et (a'"2 ( 2 , a" l, On aboutira done a la memo con-
clusion par rapport a la formation du tableau. Or, on verifiera aisement
1 .° que les systemes (a/9, y8) se composent respectivement des m6mes
ambes que les systemes (a 8, a 3) ; 2.° qu'en permutant a et 6 dans les
systemes (a y, a y), ils se transformeront en d'autres composes respective-
ment des memes ambes que les systemes (a(', ay) ; 3.° qu'il en sera de
mcme des systemes (a7, 136) vis-a-vis des systemes (a7, a/3) ; 4.° que les
ystemes (V8, a,3) peuvent ctre negliges, puisqu'ils no coutiennent que
des ambes a elements inegaub parmi lesquels
af3
et 76 ne se rencontrent
pas, de sorte que la quantite P y est generalement =0 . Tous ces points
consideres, on voit qu'il suit de prendre
3 fois le groupe (a/3, a/3) 12 fois le groupe (ay, a/)
(a13,
aY)
8
8x
as
as
(a7, ac')
ay /a y ,S ea('y u:)
ay Pa y/' & g6 ay
ax/3y2a 8b/9/9
8y
as (Sy ya 88 13y 843
/37
;16
6a /3/ s7
157 y8 8a ,97 8/'
ay /3a ya 88 6y
ay 'ea ya 66 /3 ;i
c/3
a,/ (3cc y6 6a /313 67
ay43ccy66a/'y v,6
cas P
ab ab ac ac be be
as 13) 66
as
3Y Ya ~,~' ~y
as
7'/ 8a 66
as /'y y~ 6a 136 6 y
12x
axy  Ya 616 /3'Y 66
4'
ay ,3a ya d/3
I
6y
ab ab ac ac be be cas P I
as 88 ~' 7a 83 yy 88 6 54
as
/3/9
ya 8/3 y6 ~y 4 6
as /9'/ y~3 8a yy d 8 6 54
xa,Gp'y(3bay88y 4 6
x
7(' ('a ya 6/ yy s8 4 6
a,? /'a ya 613, y8 8y 1 0
a/3 /3a /(/)' 6a ;IX 88 4 6
a/3 y/' & 7'~ ~y 1 0
as ya 8 7 y/j' 88 5. 20
as /3/9 ya 8y y8 813
4 6
as
/9/9 y y
8a y/' 88 6 54
as ~~
yy 8a y8 8(3 5 20
12 x
a j-') /'a 7'a 8%
Yc
88 3 2
a3 /9a ycc 8y y8 8/' 1 0
cc/-" 3c, ' da 70 M 4 6
U13 flu 7;/ 8a ;16 6
.
1), 3 2
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Le nombre qui en re'sulte Rant ==
3 . 132+42 . 110+12 .21+8 . 45=2323,
on trouve
[7] = 24 =111744.
29.
En consequence des valeurs que nous venons d'etablir, it vient (art . 13)
S= 2 .3072 + 72-48432 + 30 .62208 + 256 .30336
-j . 432 .50304 + 672 .18912 + 396-111744
=129916320 .
Le nombre des combinaisons circulaires des 28 des est done =
2'- S=284258211840 P-
et celui des combinaisons rectilignes ou proprement dites =
28 .2' • S=7959229931520 .
Franefort, 1e 15 mai 1859 .
